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8�����9��#�� :� ���� :��� !����;!  ���% .�:� � �����%
:� ��� � ���������������< ��������% =��>/ :��?�!����<
��!���#  !����!�# "9� ��� � @����#�?� ��9� ������!�!� =AB>
+��� ���� ��9� 9� ���� !�����9� ������ �!�!� =+C�> � � ��"
��#  �#� !�� 0�D 9���/ � .�!�#/  ������E�#� ������!���#�/
� 0�� 9���� F�?���/  �� !����� ������  ��!��! !��;! :���"
9����# �6�/ � #�!����� 8����G���% �6 ��E� �:�#���� �  
����;  �#� !��!�����9� �.����#����� .���!��� ������<  !�"
���!�� � ��:����!������ ���#��

(�!�� �#��! :���E� !��;H�% �:�! :��?!���� 9�����9�
��� � �����������< ���������������< ��������% =���>
 !����!�# "9� ��� � #�<�����"#�!�#�!�?� ��9� ������!�!�
=��B> +C�/ � !��G� �9� :�����G���� * 9�����9� ��� � ����"
����% #�!�#�!�?� ��% ��.��� =�� D"# ��� � !�9� G� ������"
!�!�>� A!� ������ ���� ����#���� � ���� �?����< :� ���%�

IJ6IKJ � I�KJ6I��J  ��!��! !������ 8�  �������;  ��� �# ���
�� ��B/ ��� �� �� AB �#��! ��� � ������ !�%,

�� A!� �� 9�����%/ �  �#� !����% ��� / ?!� ����G���! .��"
?�!����� L�G�#�!�M �.��G���� !�< ��:�� ��/ ��!����
����;! � ��H�#� ��� ����< ������!�!���

� A����#� !�# ��! ��G�� �����!� � �� � � !���� !� #�!�"
#�!�?� ��% !����� ����

D� ������/ ����<���#� ��!� @��#��!����� :���!�� � #�!�"
#�!�?� ��  !��9�# ��  �G�����/ ��� ?�9� <�!� �� ����"
!���� ��.���� !����#� L:����9� ����M ����<���#� ����"
.�!� :���� !�;�

K� L
!���% ���M !����#/ �� :���������� ����.�!��� !�� ��"
!���< �G� �� �� !��! ���#���/ G���!����� :����##��!�"
����!� �� :���#�! � �����< ���% ����.�!��� !��/ ?!���
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�� :�����H�!� ��� � ����� :� !�< ���������%� - ��E�
L!��!�% ���M �!���G����% :������! � ��. ����.�!��� !�
* @!� �� ��! �/ ��� :������/ !����#/ ��G��< ��� #�!�#�"
!�?� �� �!!�?����< ���#�������� !������ ������ ��G�
��� @!�< !����# ���#�������� :������! �/ ��� :������/
 !��9���

�� +���!���� ��E����� !�#�/  � !����;H�� .��?�!������
��.���� #�!�#�!�?� ��% !����� ��� =��:��#��/ ����"
��� .���?�>/ .�� �  ����E���� �� ��G��/ � ��  ���!�
:� � �����# ��:��������#  ����#����% #�!�#�!�?� ��%
@����#����

�� 
 !� G� ���#�/ @����#� !�# ���%�� ����<���#� ����!�"
��� ��.���� !�����/ ��!���� �� �.�?�;! � =� � �����#
��� � ���> ��G� �� ��B� A!� �� ��! � :��G�� � �9�
 ����;H�< ��.�����/ ��!����/ � ����!���# ����/ ����"
;! � � �����% ����; � �9� ��� � =� � � � !������  ��G�!
��E� ��.�%>,

=N> (�!���#���  � !�#� ���  :���#�!��#��

=O> A��#��!� ��.�� !��< ��������%�

(�!�� :�:�!�� � �?� !� � � :���?� ������ � ������ !��
&!� �� ��! � ��!���#��<  � !�#/ �� �:� ����# ������  !��9�"
 !� ��! #� !� :���������#� �.��G���;  ��!��! !��;H�% !��"
���/ :�@!�#� � ��?� !��  :� ��� .����# !��  :���#�!�# ��"
���� :�������% ��.��� ����% ������!��%  � !�#�/ ��.����;"
H�% � #����� L<�H���*G��!��M�


 ��.���!�!� !�� !/  ����%  !�����/ � � �����# :��� !��"
���!  ���%  G�!�� � ����9?����� =� �� #��9�# :���� #� ���"
���> �.��G���� #�!������ L��� #�!�#�!����M =��.�����!��
��� �� ��!���9�  � � �#� ����.�!��� !��#� #�G�! ��!� ��%"
���� � IJ6IKJ>/ ��  ���9�%  !�����/  ����G�! � ����!���%
:�����:������ ����% #�!������

K




 ��?� !�� !�<��?� ��% ��#���� �!#�!�#/ ?!� :�������"
#�% !�� !/ ����?�� G�/ �� �����! � !�?��# �� :���.������"
�# ��?� ���!���� P�?� !�; ���� ���.� !�� !� !�������� ����"
!���9� ���#��� � !��< ��##��!������ - �������!/ ����!����
:������� !� =� ������ ���� �� ��9� <����!���> #�9�� ��� �
�� :���.�� �!� �/ � � !���!� � � L�� �����M ���!��� �� !�!
 ��?�%/ � ��  ��!��! !��;H�� �;�� � .���!��� �;! ����!�"
��;� F���# ����.�#/ �����% !�� ! �����! � � .��?�!�����%
 !�:��� LE:��9����% ��� ���!���M/ � ��  �� �# L��� :��!�#
=���>  !����!�M =:� ������/ ������/ �� � ��;?��! �  ����E��"
��>� $ ���9�%  !�����/ :������#�% #�!����� � � G� �����! �
��� :��!�# =:����#> �����%/ ������� :��?�!����< � ����!�"
��� *  � � �#� ��!���;H�# �! ;�� :���#�H� !��#� � ����"
 !�!��#� :�  �������;  �?������#� � ���  �?� ��% ���#��

:��?�#/ � �  ��.����� � !���H�# ��.��� �� ��! � !��G� � :�"
 ���% IJ6IKJ�

$�����# ����<���#�� :�� ����� :� ��9���.���� :� �����

 !�� !� :������?� �� � !��?�;! � �:��G������ &�!�!��;

����#�����! � :����E���!� �< L:� 9���?�#  ����#M/ ?!� 9�"
���!����! � ������ #�!������ � :� ��G�! !� !�# � :�E�� !�
� @!�# � �������


 ������!��<  �����< :� ������� !�� !�

[� ���� !�� !� ��:� ����9� � �� !��H�<  �����< ]

���� ��� .�#�?����/ �9��;H�� ���� ��##��!����� =�� E�"
�����< ��� :���?��< :�� ����%>� Q�� �?� �� @!� ���9#��!�
:������;! � �����% !�� ! =!� �� ���  ��.��9� ?!���� �< ��G��
L�� .�#�?�!�M>/ �� � � G� ��� ��G�� � ��?� !�� :�� ����%�
���9�#�  ����#�/ @!� ���9#��!� ��G�� �� :����#�!� !��/
��� ���!� ��� ���� ��� �� :����


 !�� !� � !��?�;! � �!������ ��������������� L.�#�?�"
��� ��� :��:�����!���M * ��� #�9�! ��!� �:�H��� :�� ?!�"
��� ���?�;H�#� �/ �� :���.�� ��� :��:�����!���/ ��!���%
����! � :���.���!� :� ����/ ��:��#��/ :�� ?!���� �����%R ���

�



:�#�9�;! ��?E� :���!� ��9��� ��� � � ���.���;! ��:�����"
��� ��.#�G��<  ����E�� !������% =�� E�����%> ��� �� 
:��"
?�#/ � ������ @!�< .�#�?���% ���?�;H�#� � #�G�� !�����
:����! !����!��

(����9�?��; ���� �9��;! L��� ������� ��� :��:�����"
!���M/ ��!���� � ���%��  G�!�% ���#� ��;! ����.�!��� !��
����!���< :���G���%/ :�����9��#�< ?�!�!��; � ��?� !��
�:��G����% ��� :������#�< ��. ��� ��������

+������� �:�!����!������ =��;?����> !��#��� � :���.�"
;! � � ���� � �����<  ����H���% =��������!��>/  :� �� ��!�"
��< ��� ���� !�� :������� � ����� :� ����� F�# G� :�������
 :� �� #�!�#�!�?� ��< ���.��?���%/ � !��?�;H�< � � !�� !�/
�� �� �!�� �H�< � �  �#�# �:�!����!�����# =�'��� �� :���"
#��#�# ����.��?�� � ��!���!���>�

$�#��� � �.��?��! ����� ����.�!��� !��/ ���#��������
�!���G�����/ .�#�?���� � !� :� =!�#/ 9�� @!� ��G�� �� �.��G�"
��� :�!�����>�

+�#������ ���#�� ����! � �!������ � ��G��# :���9�����
8��   ���� �� ?� !� ���#��� � :���.�;! � ����� �/ ��:��"
#�� (2)3 �.��?��! D"; ?� !� ���#��� => =?� !�#� ���#���
 ?�!�;! � ���9#��!�/ ��.�������� !�:�9��� �� :������#/ �
 ��9�?� ��< :�.���% *  ��.��% L�M>� 
 ���#���</ :��� !��"
��;H�< ����%��� ��������� =��9�����?� ��� � ����������"
������>/ !� �� !����/ � ��!���< �#��!  #� � 9�����!� � L:����%
?� !�M = �������# ?����>/ ��G��% ����� 0 �.��?��!  ��!��!"
 !��;H�� ���������� ���������/ ��:��#��,  �#��� =5>0 �.��"
?��! ���������� ���������/  ��!��! !��;H�� ��������; =5>/
� =5>k0 * ���������� ���������/  ��!��! !��;H�� k"#� ����"
����; � =5>�

������ :� ���� �� #�G�!  ����E���� .�#���!� 9������9�
�.�?���� :���#�!�/ ��!���� !�����!  �#� !��!�����< �:��G"
����% � ?!���� ��!���!��� * ��:��#��/ !�%/  :� �� ��!���%
:������� � ����� :� ����� ������ ��!�� :�:�!�� � �.��G�!�
� ������ :���G���� !����� � �� !�!�?��  G�!�% ���#�/ :��"

�



9����% ��� ���������9� ��� �� 
  ��.�  @!�#  �����! �!#�"
!�!�/ ?!� ���9#��! ���������9� ��� �/ �.��G����% � �����#
:� ����/ ��  ?�!�� �� � �����%�


 ��?� !�� :�����G���� � .����E���� �� !��H�9� :� ����
:�������! � �.����� �!���% � !��!��% ?� !�% ��� ��

�




 �� 	������


 �����# :���9���� #� �� ���# ��H�� ��:�� �/  ��.�����
 ��.����������#/ :��#������# ���/ ��H�#� :� !������#�
.���?/ :�� @!�# .�!��9���� � ���� �� ��� ��:�� �� 8�!��"
?����� � ���� ���:�! � � ������%E�#�

��� * @!�  ��!��E���� ����

F

(
t, x1(t), . . . , xn(t),

dx1(t)

dt
, . . . ,

dxn(t)

dt
,

[��.#�G��/ �� E�� :���.������J

)
= 0,

(1)

9�� t ∈ R * ��.��� �#�� :���#�����/ x = (x1, . . . , xn) * ���."
�� !���=��> ����?���=�>/ ����;H�� �=�� �> �������%=�#�>
�! t/ ��H� !�����" ��� ��#:��� ��.��?���=��>� $��!��! !���"
��/  ������ ���.�� !��< =!� �� n>/  !����� � ��������%/ !� ��
F * @!�/ ����H� 9�����/ ���!��"�������  � .��?����#�  R

n

=��� C
n>� ���9�#�  ����#�/ =�> �  ��?�� n = 1 * @!� ����

��� ��� ����% ���.�� !��% ����?��� x(t)/ � :�� n > 1 * @!�
 � !�#� ��� =�. n  �������< ���> ����

F1

(
t, x1(t), . . . , xn(t),

dx1(t)

dt
, . . . ,

dxn(t)

dt
,

[��.#�G��/ �� E�� :���.������J

)
= 0,

. . . . . . . . . . . .

Fn

(
t, x1(t), . . . , xn(t),

dx1(t)

dt
, . . . ,

dxn(t)

dt
,

[��.#�G��/ �� E�� :���.������J

)
= 0

��� n ���.�� !��< ����?�� x1(t), . . . , xn(t) ���/ ���9�#�  ����"
#�/ ��� ���!����% ����?��� x(t) = (x1(t), . . . , xn(t))� B������

1



F = (F1, . . . , Fn) :�� @!�#  ?�!��! � .������%� ��:�H���� ��#"
:��� ��< .��?���% � ��#�< ����?�� �� �����! � :�����:�"
�����#/ !� ��/ �!����� ��H� !������ � #��#�� ?� !� � ��#�<
������% � !�#  �#�# �����?���� �  ��.� ?� �� ��������%
� ���.�� !��</ #�G��  �� !�  �!����; � ��H� !�����#�  ��"
?�;� - �������!/ ��H� !������ ��E���� #�G�� L��S�����!� �
��#:��� ���M�⎡
⎢⎢⎢⎣
T�.�#��! �/ � �  ��.����� �  ��.� ��H� !�����< � ��#"
:��� ��< ���# � #� �����/ ��� :������/ ��E� � ��#��<
��� !������ �����!�?� ��9� :�����G����/ !� �� �  ��?��
�����!�?�� !� ������% F �!�� �!����� ���.�� !��< ��"
��?�� x

⎤
⎥⎥⎥⎦

������ � ����!���<  �!�����< :���.���!� � ��#:��� ��#�
�������#� �����! �������/ @!�  �!����� #� ����# �9�����"
��!� �!������� 8� �#��?���; ����# �����  ?�!�!� � � ����?�"
�� ��H� !�����#��

$���� L������������M � ��.����� ���  ��G�! ��� �< �!"
��?�� �! �&8/ � ��!���< ���.�� !��� ����?��� .��� �! �� �!
����%/ � �! �� ������< ��.��� �#�< :���#����</ � :���.���"
��� :� � �# @!�# :���#����# �<���! � ���������/ !�#  �#�#
:�����H�� � � ?� !��� :���.������� +� #�!�� �� ��G�� !�
�&8 � :����G����</ �< �.�?���� �� �<���! � .���?� �� !��"
H�9� ��� �� A!� �:������� !�#/ ?!� � #�!�#�!�?� ��% @����"
#��� �&8 ����;! � �:���������% @�.�!���% � �� ��?�����#
������ ��. �< :��#������ �:���� #�G�� ���%!� ��


 ��E� .���?� �� �<���! :���?� ����� .���? #�!�#�!�?�"
 ��% @����#���/ ���#������#�< � ��E��#�<  :�#�H�; �::�"
��!� ���/ :� ������ @!� :��#��� ����! ������:�������� �� "
 #�!����!� � �  ��!��! !��;H�< @����#�?� ��< ��� �<� U�"
��; ��� � �����! � �.�?���� ��� �#���� ��� ��.���� #�!�"
#�!���/ � !�# ?� �� � :��������%/ � ��� ���; !����� :��"
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���9�< � !� !�����< ���� !���< ��� ��.��� ��� �����9��� A!�
����! :���.��� ��� �� E������ ���9�.���/ � � !�#� G� @!�
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:���.������ �;��% ����?��� �.��?��! #9�������;  ���� !�
�� �.#������ :� �!��E���; �  ���� !� �.#������ ��.��� �"
#�% :���#����%� &�H� � �9� � :����G����< ���� ��.��� �#�%
:���#����% �9���! ���#� =?!� � :������� ���.��?���� t>/⎡
⎣� ����H�/ ����� #� � �9�� ����# ��.���!� ��.��� �#�;
:���#����; t ���#���#  � � �#� !��#�����9�?� ��#� :�"
 ��� !���#�
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 ��!��! !����� x′(t0) � !� #9��������  ���� !� �.#������ x(t)
� #�#��! ���#��� t = t0 =.�� � � ����� E!��< ���.��?��! :��"
�.�����; :� ��.��� �#�% :���#����% t>� 
  �#�# ����/ � ��
�����!� :���.������� :���G�!������ ?� �� α/ !�

x(t0 + α)− x(t0)

α
(2)

� !�  ������  ���� !� �.#������ x(t) �� :��#�G�!�� (t0, t0+α)
=:��H� � �9� @!� :���!�/ �.�� � ��?� !�� ���; !�����  ��?�%/
��9�� x(t) � !� :�!�/ :��%�����% ����#"!� !���# .� ���#� t>�
8��  !��#����� α→ 0 ����?��� =>  !��#�! � � x′(t0) :� �:��"
������; :���.�����%/ � !� ���#� ��� => *  ������  ���� !�
�� � � �����  �G�;H�# � :��#�G�!�� ���#���/ � :� �:����"
����;  !��#�! � � #9�������%  ���� !�� - �������!/ !� ����/
?!� :�!� � !� :���.�������  ���� !� �� ���#�/ �  ��?�� :���"
#����%  ���� !� !�����! ��.������ :��#�G�!�� �� ����� � �
�����  �G�;H�< � #���< :��#�G�!���/ � � :������ :� �:��"
������; ��!�9���� T�#��� :���?��#/ ?!� �.#������ ����?���
x �� �;��# ����?��# ��!������ � !� ��!�9��� �! ��  ���� !�
�.#������ �� @!�# :��#�G�!��/ � @!�! ���! �� �! ��.�����
���#��� +�;!���*Q�%�����,

x(β)− x(α) =

β∫
α

x′(t)dt. (3)
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����?��/  �H� !������� :���.�����%/ ��!�9���� � ����H�/
��� ������� :���������< !�.� �� �  !��9� #�!�#�!�?� ��#
 #� �� !����;! �:���������< � ���%/ � @!�#  � !��! :���"
#�! !�� ��.� ���������������9� � ��!�9������9� � ?� �����,
�;��� ����?��� ��  #�!����;! � � @!�% �����  :�.���% !�9�/
#�G�� �� �< ��������������!�/⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

- ���.����! � =���;�!��� ! ��>/ ?!� L� �9�� #�G��M/
� �� ���G��# ����.�# �� !���!� @!� :��������/ :��
����<���#� !� ���%�� � ������ !�/ �� E���� :���!��
:���.�����% � !� ��/ !� �� @!� � !� :�����9#�/  ��!���% � "
 ������!��� :�� !�:��! � �.�?���; �������/ !����� ��"
#������ � �;��% ����% �� :��#���!�

⎤
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!� �� ��:� ��;! �� ��� �����.  ���% �.��#��% .��� �#� !� :�"
!�# �� ��.������ ��  ���� �9���� #���� =���������> E�9�/
?���. ��!����/ �  ��; �?�����/ #�G�� :�!�# ����!  ���� ��"
��.�!� .��� �#� !� � ����# =9���������>� 8�� @!�# �� ��G"
��# ��������# E�9� #�9�! ��.����!� =� ?�H� � �9� ��.����"
;!>  ��.� #�G�� �.��#��#�  ���� !�#� �.#������ ����?��
�  �#�#� @!�#� ����?���#�/ !� �� ��.����;! ��� P��?�!/ ���
!�9� ?!��� �:� ����% ��9���!# =��  !��������� .����� 9��"
������< .��� �#� !�%> �����.���!�/ ��G�� �����.�����!� :�"
������� ��E���% ��/ ��� ��� �:��H���� 9�����!/ L��E�!�M
�<� F���% :�<�� ��� �����.�  �#�< ��.��< .���?/ ��.����;"
H�< :�� #�!�#�!�?� ��# #������������ =!� �� :�� ����G����
�.�?��#�< ������% � �.#����#�# ���� � ���#��������  ��!"
��E���% #�G�� ��.���E�#� ����?���#�>/ :���G�� �� ���"
#��� +�;!��� =:�� �9� �?� !�� � ��?� !�� ����% �. ��;?�"
��< ��9��> ��?��� !�% @:�<�/ � ��!���% :�������G�# � #��
A!� �.��?��!/ ?!� �#���� �� � ��� !������ �# #�<���.#�
����! � �����# �� !��#��!�# � ����E�� !�� #�!�#�!�?� ��<
#�����% =� @!�! :��<�� .�<��!����! � � ����� E������ ����"
 !�/ :������� ��G� � !�/ ��!���� �H� ������� �!�� ��� � �
?� !� 9�#���!����%  ����>� ��G� � �� #����� ��9����! ��

��



!��/ !� �� :�� �! !��;! � ��% �  ���!�# ���� =��:��#��/
 !�!��� ��� ?� !��%  ��?�% ����#���>� ��!�#�!�?� ��� @��"
��#��� * �� � ��;?����� 
 ��% �.�?��! � �.#������ ��.��?"
��< @����#�?� ��< :���#�!���/ ��� :������/  !�?����# ���"
#���/ � @!�/ ��� :������/ :������! � ��� $!�!�?� ��� .���?�
=�:� ���;H�� � !���E�; �  �!����;> ���#����� �� !����"
;! :��#������ ��/ �� � ����  !�!�?� ���  � !����� * ��.���"
!�! � !���E�% � ����#���/ � :�!�#� :�� �9��������# �����.�
=��:��#��/ ��� ��E���� ��:�� � �� � !�%?��� !�/ �  ������"
!�����/ �����.��#� !�  !�!�?� ��9�  � !�����> �  ���!�# ��
:��<���! � � �"!��� � :�#���!�� B�.�?� ��% :��#�� * ���"
���� �� #��!����� F���# ����.�#/ 9� :�� !�� �� *  ��� !���
@:�<�/ � ��!���; #� G���# =�GV� !��!�% ���>/ � @!� �� �  �"
��< �.#���!� ��#�"���� ���#� 9����� #� E!���/ ��� #���#�#/
+�;!��� =� !�/ :�� �:���������< ���9�:���!��< �� !��!���"
 !��<>/ !�� ?!� :�� � �< ���� !�!��<⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

� ��� � !� * ��:��#��/ ��.����;H�� !�:��� !����
��� ����#�� <�� �/ ?!� ���; !�����! � ����.#�G�� !�;
���9� ��?��9� :��9��.�  ��G��< ������% !���< ��� :�"
9��� ���/ �:�!� G�/ @����#�?� ���  �!������ A!� �?��"
?����! 9������ :��#���#� !� :�����9#�/ !� �� .� ��E�"
�:� ����% ���;�!���.# �  ������!��; :��<���! � �� "
:��?���!� �

⎤
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@!� :�����9#� :����! � :����!� � ��#�
$�����# �� ������ :������.�����% ��H�%  � !�#� ���

=�>/ ��  �G�;H�< ��H�� !�/ �� :������H�< �� �  !�����!��#�
����/ ����� ������#� ��� :� !������ #�!�#�!�?� ��% !������
8��G�� � �9� ���� ��:�E�# @!�  � !�#�/ ���.�� �� E�� :��"
�.������,

F

(
t, x,

dx1
dt

, . . . ,
dα1x1
dtα1

,
dx2
dt

, . . . ,
dα2x2
dtα2

, . . . ,
dαnxn
dtαn

)
= 0, (1)

!� �� ���.��?�# ?���. αk � 1  �#�% �� ���% :������ :���."
�����% �! ������� xk/ �<���H�% � =�>� F�9�� 9�����!/ ?!� =�>

�



�#��! :������ αk :� ������� xk�⎡
⎢⎣
P�� � #� :���:���9��#/ ?!�  � !�#� �����! � ��������"
�������% :� �!��E���; �� � �# ���.�� !��#/ !� �� � ��
:������ :� ����%"���� ���.�� !��% ����� 0/ !� �� #�G��
� ��;?�!� �������������#� #�!���#��

⎤
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A!� = �#�9� �� ���9� :������> :���.������
dαkxk
dtαk

��.���;!"

 �  !��E�#�/ � � � � !������ =���;?��  �#� xk =
d0xk
dt0

> *

#���E�#�� 8������#  � !�#� =�> ��.����! �  �##� �� :����"
��� :� � �# ���.�� !��#�⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

8�����/ ������� :������#  � !�#� ��.���;! ?� ��
��������%/ ���  �#�% �� ���% :������ :� �!������#
���.�� !��# =� ������ � �� �� ��������>/ �� !���� !���"
!���� @!�9� :���!�� #�9�! ��.��!� :�!�����/ � � !�#�
G� ��� �� ��������!�� �!�� �!����� �:� ����< �����
!���������< :������.�����%  � !�#��

⎤
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- ��;?�� ?� !� ���.�� !��< � =�>/ #�G�� �#���E�!� ?� ��
��������% � ���.�� !��</ �� :�� @!�# :������ ��������% :�
� !��E�# � ���.�� !��# ���� !�!� 8��H� � �9� @!� :�� ��!�
�� :��#����

�����	 -.  � !�#�

x′ = y, y′ = −x+ t

#�G�� � ��;?�!� x � :���?�!� ���� ���������, y′′ = −y + t/
��E�� ��!����/ �GV� ��%!� x �. :����9� ���������  � !�#�� �

- �������!/ � �;��%  � !�#� ��� #�G�� :���.�!� :������
:� �!��E���; � �!������# ���.�� !��#/ ����� ����� ���."
�� !����

�����	

x′′′ + y′ = 1, y′′x = 2 (4)

�D



* @!�  � !�#� D"9� :������ :� x � "9� :� y� ���.��?�#, a = x′/
b = x′′/ z = y′� 8���?�#  � !�#�,

x′ = a, y′ = z, a′ = b, b′ + z = 1, z′x = 2 (5)

�. � ��������% ��� � ���.�� !��</ �#�;H�; 2 :������ :� ��#
� �#� �


 ����< :��#���< ��H�% :������  � !�#� �� #���� �� F�"
��# ����.�#/ :������  � !�#� �.#����!  !�:��� ��  ��G��"
 !�/ ��!����/ � !� !�����/ �� #����! � � ��.���!�!� !�������"
��< :������.�����%� ��� �:� ����< :���#� :��#���;! � ��
:���!���/ �� :�� !����!�?� ��# �  ��������� �� :��G�� � �"
9� ��!��� ��! �!���% * #� ����#/ ?!� �;��� ��� =�> #�G��
 �� !� �  � !�#�/ �#�;H�% :����% :������ :� � �# ���.�� !"
��#� ���!�� ��.���!�! ��.���;! L � !�#�% :����9� :������M
=<�!� ��  �#�# ���� �� :������ ����� ?� �� �� ��������% �
���.�� !��<>� 
 ��H�# ���� !����  � !�#� �#��! ���

F

(
t, x,

dx

dt

)
= 0, (6)

9�� dimx = dimF = n� 	���#  ?�!�!�/ ?!� � =�> �GV� :������"
�� =� �� ���� ����<���#�> �!������� ��H� !�����< � #��#�<
?� !�%/ !�� ?!� F � x * ��H� !�����.��?���� +������/ ������
:������.���!� =�> � !�� ��.� ���#�����#� ����,

dx

dt
= f(t, x), (7)

9�� ������� f : R
n+1 → R

n .�����/ � x : R → R
n * � ��#���

���9�#�  ����#�/  � !�#� =�> �� ��.��E��� �!�� �!����� :��"
�.�����</ �� � �� �< ����.�!�/ !� �� ��E�!� =�> ��� �������"
������� ��������� �!�� �!����� ��< =� ��#��< !����#� � ����"
��% �������>/ !� :���?�! �  � !�#� =�>/ ��.��E����� �!�� �"
!����� :���.�����<� ����?��/ ������� �����!/ ?!�  ��.�!� @!�
:��H� ?�#  ����!�/ �� ��.����;H��  ��G�� !� �� � ���#  ��"
?�� �� �<���! � ?� �� :�����# !����� ��/ !� �� :���������;! �
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#�!���#� ���9�< ��.����� #�!�#�!�?� ��9� �����.�� � !�#�
G� � !����� �� ������!��� ����!���� :���#� ��E���� ���
���� =�>/ � ��!���< #� �:�#���# :�.G��

-!��/ ��� :� !������ ��H�% !����� ��� �:���� �� !�!�?"
�� �9����?�!� �  � !�#�#� ���� =�>� 
 ����!���<  ��?��< !�"
��� L:����� !��� ��G�M �����! ��������# � :���� #�!�����"
9��/ � !�9�� #�G�! ��!� �#� !��� �� :��������!� �:� ����;
������ ���.���;/ ��� ��G� :������!� ����!��� �:������/ ���
� :����# 8��#���� F����  ��?�� #� ����# �9�������!� �!����"
��/ � :��� �9����?�# � ���#�����#�  � !�#�#� 2 :������ =�>�

F�:��� ��# ���� �:������!� �/ ?!� G�  �� !����� #� <�"
!�# �.��!� �� ���������< =�> � �< ��E����<� $��.� ��G�� �� "
 !�!� �  ����% L��E�!� ���������/ � .�!�#/ 9���� �� ���#���
��E���%=�>/ �!��!�!� �� � � ��!��� �;H�� ��:�� �M� ���� �
!�#/ ?!� ���/ ��:� ��;H�� ��E���� L� ����# ����M =!� �� ���
��!���< #�G�� ��:� �!� �����"���� :��� !������� ��� ��E�"
��% � !��#���</ ��9���!#�.��������< � �� !��H�#� #�#��"
!�>/  � !����;! � ?�.�;H� #���; ���;  ���� � �< ���� ��"
���� L�� ����G��! � � ����# ����M �� �.��?��! L��  �H� !��"
�!M ��� ��G� L�� ��:� ���! �.�?����M� A!� ������� �!�������
��:�#����!  �!����;  ��?� �����# ���:���������< ��!�9��"
��� =:��������.��<>/  ���� ��!���</ ��� �.�� !��/ � ?�.�;H�
#���� ?� !� ����G��! � � @��#��!����< �������</ ��G� � ��
�9����?�!� � @��#��!����#� :����!�9������#� �������#��
$!��9� 9�����/ � �� �!��� �!� :�����#� :� !������ #�!�#�"
!�?� ��% !����� ��� ��� !�����</ !� � ��G��% ������!��%
:��������% .���?� =��:��#��/ @����#�?� ��%>  �����! :�� !�
�!��?�!� �� ������!��� ��:�� �/ ���!��#�� @!�% .���?�%/ ��
:�!�� � :�:�!�� ���#�������!� ��:����!������  ��% !�� ��"
E����� +� !���% :��<��  �9��� ������������/ � � ?� !�# ��"
�� �� !�:�� !����� !����!����# �  ������!���#� 8���!�?�"
 �� ��� #�  ���9� �:�!�������� ��H�:����! !���% :��<�� *
��.����!� � �"!��� #�!�#�!�?� ��; !����; =!� �� �!��?�!� ��
� ���.#�G��� :� ������ ��:�� �/ :���/ ����#�/ � �!���� �!

��



:����G���%/ <�!� �  �?�!�# �GV� ��.�����E�< :��������< .�"
��?>/ � .�!�# �GV�/ � ��G��% :��������% .���?�/   ���!� � ��
@!� !����;� -#���� !�� :� !�:�# � #�� �#���� �.�?�!�  ��%"
 !�� ��E���% ���/ �� #�!�� �� =��� :������> ����.#�G�� !�
L���� � �� ����� ����.�!� ��E����M/  �� !����� �  � !����"
�! #�!�#�!�?� ��; !����; ��/ ���;?�� ���� +�E� .���?� *
�?��!�!� ���!��� #�!�#�!�?� ��% !����� ���/ �� �#�� ��."
#�G�� !� L:����  ��������M =��� #�!�#�!���> �����!� � ��
� � !���� !� ���#�������� � !�# ����� ����.�!��� !�/ ��  �"
<����� ���� !�� !� ��H�% ���!���� 
 @!�# ��<� #� ����#
��% !����!� �� :��!�G���� � �9� ��� �� 	���E�� !�� ���"
!�� =�� �� � �/ ?!��� � �"!��� ��!� :��� !������� � #�!���"
��9��> ����! ����!� � � ���:!��������% ��� L:�����������"
:�!����!���%M ���#�/ ������� ��.  !��9�9� ��� ��������

-!��/ ����<���#�  :�.���% #�!�#�!��� �!��!�!� �� ��"
:�� , ?!� #� <�!�# �.��!� �  ��% !��< ���W 	���� ������!��,

�� ?!� .��?�! ��E�!� ��� =�> =?�H� � �9�/ #� @!� ����#
����!� :��#���!����� � =�>>/

� ��� @!� ����!�/

D� �����  ��% !�� �#�;! ��E����/ � ?!� @!� =��E����>/  ��"
 !����� 9�����/ !�����

��� �GV�  ��.���/ �!��!�# �� ��:�� � � �  � �;��#  ��?��
�� #�G�!  ��G�!� L����.�!� ��E���� � ���� @��#��!����<
������%M ��� ?!�"���� :�������� 	���� !�9�/ � !� !������ ��"
?�!�  ��:�� � D�⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

8�����/ !�� G� ���  ��?� �����# ��!�9�����/ �� :���"
!�?� ��< .���!��< =� �!��?�� �! �����%/ !� �� !����!�?�"
 ��9� ��� �>  �H� !������ =� ��G� �V���E��> ?� !� ���"
#��� ������! � �#���� ������# L����9� ��<�G�����M
��E���% !�< ���/ ��!���� @!� � �"!��� ��:� ��;! =<�!�
�< ����  ���� � �< ��� � ?�.�;H� #���>�

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

��



8��G�� � �9�/ ����<���#� �9�����!� #��G� !�� �:���������
������%/ ��9�����;H�< � =�>/ � �< ����<���#��  ��% !���
8����� ?� !� =�>  ?�!��! � .������% �� ���� !� B ⊂ R

n+1

� ��:�������% �� ��%, f ∈ C(B)� T�E����# =�> ��.����! �
������� x/ .������� �� ����!���# ��!������ (a, b) ⊂ R =a � b
#�9�! ��!� ��� ?� ��#�/ !�� �  �#����#� ±∞> !����/ ?!�,

• ���  �#� ��:������� �� @!�# ��!������/ �� :���.���"
���  �H� !���! � ��:������� �� @!�# G� ��!������ =!� ��
x ∈ C1(a, b)>R

• :�� � �< t ∈ (a, b) @!� ������� #�G�! ��!� :�� !������
� =�>/ !� �� (t, x(t)) ∈ BR

• � ����� !�� =�> ��:�����! � !�G�� !����� :�� t ∈ (a, b)�

� =�> � �9� ��E���% �#��! � :�� !�� 9��#�!��?� ��� !���"
!����� 8����� ?� !� f :���G���! !�� ��.� :��� ��:�������%
� B * @!� ���!��� (1, f(t, x))/ ��!���� L:����.���M � ��G��%
!�?�� (t, x) ∈ B� T�E���� #�G�! ��!� �.����G���  ���# 9��"
����#/ !� �� #��G� !��# !�?�� { (t, x(t)) | t ∈ (a, b) }� A!�! 9��"
��� =��.����#�% ��!�9������% �����%> :���� !�; ��G�! � B/
�9� :������� �� � � t  ��:����!  ��!������# (a, b)/ � �� �!���"
��� � ��G��% !�?�� ��:������� ����� ���!��� (1, f(t, x(t)))/ ?!�
� ��S� ���! ��.����� =:��� ��:�������%>� F� �� L��%!� ��E�"
��� =�>M �� 9��#�!��?� ��# �.��� �.��?��! L:���� !� =��!�"
9������;> �����; ����� ���!���� :��� ��:�������%M� �GV� �.
@!�% ���� � ��/ ?!� ��E���� �� #�G�! ��!� ���� !�����#/ !� ��
��.���!�! ����! .��� �!� �! ������ ��?�����% !�?��/  ��!���%
#� #�G�# ��?�!� :����  L�� ������ �����%M� ���#� !�9�/ ��"
G� ������ ���� -�/ #� #�G�# ����.V�!� �. ��� �� ��/ ��G��%
�. ��!���< ����! ���9�% -�� ���9�#�  ����#�/  �G���� �;"
��9� ��E���� �� ����� �.��� ��!������ ���! ���9�� ��E����/
!� �� �;��� ������� ����.�����  ��.���  #��G� !��#  ���9�
�:���������/ �  ������!����� ��� ��E����/ �:���������� ��

��



��.��< ��!������</ @!� ��.��� ��E����/ ��G� � �� ���  ��"
:���;! �� ?� !�  ���< #��G� !� �:���������� 
 �  ��.�����
:���.����!/ ?!� ��G� � �� #� ���?�# � ���"!� �!��?�!� ��
��:�� �  �H� !������� ��E���%/ ��:�� �< ���� !����� !�
!�����! �!������9� ���#�����

F�#  �#�# #� �!��!��� �� ?� !� ��:�� � D * ?!� !���� ��"
E���� =�>� �!��!�# �� � !������ ��:�� � �����! � �� � � !��"
E�% � ��� � P���9�� �:���� � ���!�� ���� ���� @!�! ��� /  ��"
G�#/ ?!� � ��H�#  ��?�� :�� :����  �# ��E���� =�> #� :���"
#��# ����.�!��� !�� ���!�  �H� !������� ��E���� !�% ���
���% .���?�/ � �  ��������� �9�  ��% !� � !�% #���/ � ��!�"
��% @!� ��.#�G��� F�# 9�� .���?� ��:� ���! L�����M =� !�#
��� ���#  #� ��> :��� !������� ��E����=%>/ #� ����# @!� ��"
��!�� 
 ��E ��� �� !�:��< ?� �����< �� ?�!�� !���% !�����
�:���� �� !�!�?�� ��� :���!�?� ��9� :��#������ ��� * �;"
��� :��������� .���?�/  ���#����������� � ���� ���/ #�G�!
��!�  ��?��� :�������.������� !����!�?� ��/ � .�!�#/ �GV�  
�:���% �� �������� !� �  �H� !������� ��E���� � �� :���9��
:�������!�����#� �9�  ��% !��#�/[

!�#  �#�#  �.��� L������� :�����G����M ��� �� ?�!��/
!� �� �!�?��� .���?�/ ?!� � �9�� ����<���#� :�� ��?� ��"
���<

]

#�G�� :�� !�:�!� � ?� �����# �� ?�!�#/ ��!����/ ��� :��"
���� =:�� 9��#�!��# :��<���/  � :���.������# �� !�G���%
��?� ��!�����% #�!�#�!���> ��;! ������!��% �!��! �� ����"
E�� !�� �� �H��< ��:�� ���


 .����E���� ������9� :���9���� ��G�� ��!� :���!�� L.�"
��?� ��� ���M� 8��H� � �9� :���!� � ��#� �� ����#"������
:��������# :��#���� T�  #�!��# ����?�!� :��#�!����% :��"
#��/ ?!��� �� ��  ����!� ���#���� �� :��� ����G��< !�<��"
?� ��< ��!���<�

�����	 ��#��� ��� �;! ���!������� ����<  ������% ��"
 �!�� $�:��!������� ��.��<� �� �?�!����! �� F�����! � �:�"
 �!� ���G���� ��#��/ �!��!�� �� :�� !�%E�� ��:�� �/ !����

�1



���, #�� �#������ �� �!� :���!�/ �9� ���!����� !�/  ���� !�
� #�#��! :��.�#�����/ � !� :� 
� �!� ��#�� ��� .�#��% � #�"
#��! ���#��� t ���.��?�# h(t)� $�9�� �� �!���#� .����� +�;"
!���/ � ������� ��#�� ����� ��% !��;H�% �� ��9�  ��� =!�"
G� !�>/ �������% �� #�  �/ :�@!�#� � ������� a = −g =.���
#���  ��.��  !�#/ ?!� :���G�!�����% �! ?�! �� �!�/ � .��"
?�! �  ���� !�/ � ������� � !� ��/ ���!  ��.� ����</ �  ���
!�G� !� ��:������� ���.>� �?�!���� �:� ����% ��E�  #� �
:���.�����%/ :���?��#/ ?!�  ���� !� v = h′/ � � ������� a = v′�
$������!�����/ a = h′′� F�#  �#�#/ :���?��# :�� !�%E�� ���/
�:� ���;H�� ���G���� ��#��,

h′′ = −g. (8)

��� ��9�� #�G�! ��!� ��E��� � @��#��!����< �������<,  ��"
?��� ��<���# x′ = v = −gt+C1/ 9�� C1 * :���.������� :� !�"
�����/ � .�!�# :���?��# h = −gt2/2+C1t+C2/ 9�� C2 * ���9��
:���.������� :� !������� ��� #� ����#/ ��E���� ��� =1>
�� ���� !����� =��G� ��. �?�!� �:� ����9� ��E� ��  �G�����
� ������ ���� !� �:��������� ��E����/  ?�!�� ?!� � �����#
 ��?�� @!� � � t > 0>� T�E���� .��� �! �! ���< :���.������<
:� !�����<� ���.����! �/ @!� ��H�% ���! * ��E���� �;��9�
��� = � !�#� ���> :��� !�����!  ���% ������; �� !�����
�! t/ �� �H� � �! :���#�!���/ ?� �� ��!���< ����� :������
��������� = � !�#�>�

⎡
⎢⎣
F�?��� ���#��������/ ����.�!��� !�� � ��.��!�� @!�9�
!�.� � �� !�!�?�� !�G���/ � � !�#� G� ����!������ ��
L�� !��H�# @!�:� ��.��!�� ��E�% !�����M/ �� ��� :��"
������9� :��#������  ��.����9� �� !�!�?���

⎤
⎥⎦

-  ?� !� #�!�#�!�?� ��< :�.���%/ � ��� :��������< ����%
������� ������!� ���� !������ ��E����/ �������� � ��� ��"
:����!������ � �����/ ��!���� � :��������< .���?�< ���G"
�� ����G�!� �����"!� �������� ���!�/ � � #�!�#�!�?� ��%

��



!�����  ��G�! L#������#�M �������#�< �������������< ��"
E���%� $�����:�� !� ��� � ����������< � ����% ��.����! �
.���?�% ��� @!�9� ���� 
 ��  #�!�����#�% .���?� ��# ��G"
��  � ������ ���� ��  �#�# ���� �GV� � !�/ <�!� �H� �� ����
� :���.������ A!� !�! ���!/ ?!� :���! ��#�� ��?�� � �� ��"
����% �� �!�� 	�. �9����?���� ��H�� !� #�G��  ?�!�!�/ ?!�
�! ?�! ���#��� ��?�� � � #�#��! ��?��� :���!�/ !� �� ��.������
� ����� .�:� ����! � � ����

h(0) = 0. (9)


!���� � ����� #�G�� .�����!� �. ��.��<  �����G���%� +�"
:��#��/ #�G��  ?�!�!�/ ?!� �.�� !�� ��?������  ���� !� ��#"
��,

h′(0) = w. (10)

8���?��� � .���?� =1>6=�0>� ��� ��9�� ��E��! �,
h(t) = −gt2/2 +wt� 8���?����� ���#��� :���.����!/ ?!� �� "
 #�!������  �!����� :�������G�! �  ?� !����#� #���E��"
 !�� .���?/ ��E��#�< L� ����# ����M/ ?!� �.������! �� �
�����#  ��?�� �! =���.����% �����> ����<���#� !� ?�!��  !�"
��!� ��:�� � :�� :� !������ .���?� * � � #� ��#�� ��:�� �
#�9�! :���?�!�  ��% �!��! �. ���������% ���#���� 
 ?� !��"
 !�/ #�� �#������ �� �!� :���!� ����� w2/(2g)/ ���#� :���"
!� ����� 2w/g/  ���� !� :�� :��.�#����� ����� −w =� � @!�/
�:��?�#/ #�G�� ���� :���!� � �� ��E�� ���������>/ � !� �� �

P���?� =1>6=�0> ��.����! � .���?�% ��E�� 
 ��H�#  ��?��
.���?�% ��E� ��� =�> ��.����! � !���� .���?�/ � ��!���% � ��"
?� !�� ��:����!�����< � ����% .���;! � !�� ��.� ������ ��"
E� =��?������ ������>/ � �#����, .��?���� � ����!���% !�?��
� �< ���.�� !��< ������% �#� !�  � � �#� �< :���.�����#�
�:��!� �� :������/ �� � #���E� ?�# :������  � !�#� :� ��G"
��% ������� =����?� 9����� * � �< #���E�< :���.�����<>� 

?� !�� !�/ ��� =�> ������ ��E� ��9����! !��,

x(t0) = x0, (11)

0



9�� t0 ∈ R * :���.������� ?� ��/ � x0 ∈ R
n * :���.������%

���!��/ �� � !� !�����/ :�� @!�# ���G�� ��:����!� �  ��% !��
(t0, x0) ∈ B� $��!��! !�����/ ��E����# .���?� ��E� =�>/ =��>
��.����! � ��E���� =�> =� ���.����# ��E�  #� ��> !����/ ?!�
t0 ∈ (a, b)/ � ��:�����! � =��>� 
 :��������< .���?�<  #� �
.���?� ��E� � �� * ��%!� .���� @���;��� ����!���%  � !�"
#�/ ��� ��!���% �.�� !�� ��?������  � !������ C��#�!��?� ��
=�>/ =��> �.��?��! .���?� � :��������� -� ?���. .������; !�?"
�� (t0, x0) ∈ B� 
 �!��?�� �! :�� !� ��E���� =�>/ .���?� ��E�
=�>/ =��> �GV� :���.����! �:�?�!����� E�� � �� ���� !����� !�
��E����/ <�!� �  �9������#�/  ��.����#�  ��!������# �9�
�:���������� 
 ������%E�# #� :���G�#/ ?!� :�� �:�������"
��< � �����< � �!�?�����< ���#�������� .���?� ��E� =�>/
=��> �  �#�# ���� �#��! ���� !������ ��E����� �!#�!�#/ ?!�
.���?� =1>6=�0> !�G� :������! � � ���� =�>/ =��>/ � �� � ��%
:��#���!� �:� ����; ��E� :��������,[

x
v

]′
=

[
v
−g

]
,

[
x
v

]
(0) =

[
0
w

]
.

) !� !�����/ .���?� ��E� �� � ?��:����! � � ������!�
:� !������ .���? ��� =�>/ :� ������ � ��H�#  ��?�� #�G��
.�����!� = �:���������#� �9������#�> �;��� ��:����!���"
��� � �����/ ��E� �� �< ?� �� ���� ����� :������  � !�#��

!���# :� :�:������ !� !�:�# .���? ����;! � !�� ��.� ����"
��� .���?� ��� =�>� 
 �!��?�� �! .���?� ��E�/ ��E���� ��!�"
��% �H�! � ��/ ����H� 9�����/ .������ ���.�� !��# ��!������
=��E� �� ��  ����G�� ��?�����% #�#��!>/ � ������< .���?�<
:���:���9��! �/ ?!� ��E���� �:�������� .� .������ .������#
��!������ (a, b)� 
 ��?� !�� ��:����!�����< � ����% � ������%
.���?� �� !�:�;! �;���  ��!��E���� =?� �� ��!���< �����
:������  � !�#�>/  ��.���;H�� .��?���� #���E�< :���.���"
��< �! ���.�� !��< ������% =���;?�� �<  �#�<> � !�?��< a
� b� A!� � ����� ��.���;! � ������#�� 8�� @!�# .��?����
#���E�< :���.�����< � ���%��< !�?��< ��!������ :���#�"

�



;! � ��� :������ �.��!���
�����	 ���  � !�#� =K> ������� .���?� #�G�! ��9��"

��!�/ ��:��#��/  ����;H�# ����.�#� -H�! � ��E���� �� ��"
!������ (0, 1)  �  ����;H�#� ������#� � �����#�

x′(0)y(1) = 1, x′′(1) + y(0) = 3, x(0)x′(1)y(0) = 2,

x′′(0) = sin y′(1), x2(0)− y′(0) = 5. �


 �!��?�� �! .���?� ��E�/ :�� �  ��������� ������< .���?
#�9�! ��.����!� ��:����!������ :�����#� �GV�   �H� !����"
���# ��E���%� A!�  ��.��� � ?� !�� !�  !�#/ ?!� ��!�����/ ��
��!���# �H�! � ��E����/ #�G�! ���.�!� �  ��E��# ������#
��� ��  #�!�����#�9� ���/ ��E���� ��!���9�  ������ :��"
!��:���!� ��!� !����?� ��� ��.��E���� .� #���� ���#� =��
@!�# ������� #� :�9�����# :�.G�>/ � !��G�  ����� :�� !�#/
�� .��?�#�# �������# L����G����� !�M ������< � ����%�


����# � � .���?� ��E� =�>/ =��> � :������# ���� ������"
��% �����. ��:�� � �  �H� !������� � ���� !����� !� �� ��"
E���%�


 �� �������� ����� ������
������������ ������ ����

-!��/ #� ��  #�!�����# .���?� ��E� ��� ���#�����%  �"
 !�#� ��� 2 :������,

dx

dt
= f(t, x), x(t0) = x0 (1)

��� ���.�� !��% ������� x : R → R
n/ :�� @!�# .�����, ����"

��� f : R
n+1 → R

n =!�?���/ f ∈ C(B) ��� ����!���% ����"
 !� B ⊂ R

n+1>/ t0 ∈ R * :���.������� ?� ��/ � x0 ∈ R
n *

:���.������% ���!��/ �� !���� ?!� (t0, x0) ∈ B� +�E� ���"
G�%E�� .���?� *  ���#�������!� :���G����/ �:������;H��





��.��E�#� !� .���?� =�> � ���� !����� !� �� ��E���%/ ����.��
:�� @!�# ��;?���� �. ��<� ��� @!�9� ��# :�!�����! �  ����"
;H�� � :�#�9�!������ :� !������� 8� !���# �;��% �������
C = {|t − t0| � T, |x − x0| � R} !���% ?!��� C ⊂ B/ :��
@!�# #� .���!��� ����� � !�#/ ?!��� @!�! ������� �#�� ���
#�G�� �V���E�� ��.#���/ � � @!�# �� �9����?����! !�����
��  !����� �! !�?�� (t0, x0) �� 9������ ���� !� B =� �� !���"
�� ��� �� � !� � � R

n+1 * !�9�� �9����?���% ��!>� ���.��"
?�# F = max

C
|f |/ T0 = min{T,R/F}� �!��.�� 8���� =8���"

��> IP = [t0 − T0, t0 + T0] * ��� ��. !�!/ �� ��!���# ����!
 !���!� � ��E���� .���?� =�>� +�# !��G� :�!����;! � ���� 
K = {|x− x0| � F |t− t0|} � �9� � �?����� ?� !�
K1 = K ∩ {t ∈ Ip}/ ��!���� ��� ��. :�#�H��! � � C�

	�.���# ���!�# � !����� ��.��E�#� !� .���? =�>  ��G�!
 ����;H��

������� ������ 8�� :���?� �����<  ��?��� X  � �����<
 �H� !���! <�!� �� ���� ��E���� .���?� =�> �� ���!����� !�
�!��.�� 8����, t0 − T0 < t < t0 + T0� �


 !����#� ��  ��?�%�� ��?�9� �� 9�����! � � ���� !���"
�� !� ��E����/ !� ��  ���#����������< � ����% ���� !�!�?"
�� ��� ���� !����� !�� 8�@!�#� ����<���#� ��:����!������
� ����� ��� .���?� =�>/ ?!��� :���?�!� ����� :��9����% ���
:����G���% ��.���!�! �� ����.��?��% ��.��E�#� !� =�>/ � ��"
!���#� #�  ��.� � :���%��#/ �:� ��� :������� !� �GV� :����"
�����< !�.� �� � ����.�!��� !�� !����#� 8���� =�!�� �!�����
 ��G���>�

�!#�!�# ��� :���.��< ���!�� 8�����, .���?� =�> @�����"
���!�� ��!�9������#� ��������;

x(t) = x0 +

t∫
t0

f(s, x(s))ds, (2)

!�?���, � �� :�� ��E����# => :���#�!� ������; x ∈ C(a, b)/
������!����;H�; =>/ !� � ���� ��E���� => � !� ��E���� =�>

D



���  � C1(a, b)/ � �������!�

!����, #�G�� :�!�!� �  !���!� ��E���� =�> =� =>> #�!�"

��# :� ������!�����< :�����G���% 8������ ( �#����/ �� "
 #�!��# :� ������!����� !� ������% xk/ �. ��!���< �������
�#��! ��� x0(t) ≡ x0/ � � � :� ����;H�� �:������;! � �. ��"
������!��9�  ��!��E����

dxk

dt
= f(t, xk−1), xk(t0) = x0, k � 1, (3)

?!� @��������!��  ��!��E���;

xk(t) = x0 +

t∫
t0

f(s, xk−1(s))ds, k � 1. (4)


 �!��?�� �! � <����< .���? =�> � =>/  ��!��E���� =D> � � �"
����� =K> :��� !����;!  ���% ����� ���#���/ :�.����;H��
��9�� ��%!�  ���� �9���� #��9� :�����G���%� ���9�% ��:�� /
�  �#�# �� ���� @!� ����! :�����G���� � � ��#�#� ��E���;�
) �� #�  #�G�# ����.�!�/ ?!� xk � �:���������#  #� ��  <�"
��! � � ����!���% ������� x/ !� ��!��!���� � �� �. =K>/ ?!� �
:������ :���?�! � ��� ��. =>� ��� ������;  ���#��������"
��9� #�!��� 8����� :� ��H���  ����;H��

������� ���������� 
 � �����< !����#� 8���� ��"
:����!����� :���:���G�#/ ?!�  �H� !��;! � � ?� !��� :��"

�.������
∂fi
∂xj

∈ C(B)� F�9�� ��E���� .���?� =�>  �H� !���! ��

���!����� !� �!��.�� 8����, t0−T0 < t < t0+T0/ ���� !�����
�� ��#/ � �����! � :������# :�����G���% 8�����/ ��!����
 <���! � � ��#� �����#���� �� @!�# �!��.��� �

��������������	 ��� ������� ����# �  ��?�� n = 1 ���
�:��H���� !�<��?� ��< ��!���%/ � ��H�#  ��?�� ��  �G�����
:���� !�; �����9�?��� 	���#  !���!� :� ������!����� :��"
���G���� 8����� :� ���#��� =K>/ � �����# � :�� @!�# :� ��"
������/ ?!� � � xk �:�������� � ��:������� �� IP / :��?�#

K



�< 9������ ��G�! � K1/ � !�# ����� � C� ��� x0 @!� �?����"
��� 8� !� @!� ����� ��� xk−1� F�9�� :�� � �< s ∈ IP !�?��
(s, xk−1(s)) ∈ K1 ⊂ C ⊂ B/ � .��?�! :����� ?� !� =K> �:����"
����/ !� �� #�G�� ��?� ��!� xk/ ��!���� �?������ ��:��������
� !��! � .�#�!�!� �?������; ������

|xk(t)− x0| �
∣∣∣∣∣∣

t∫
t0

Fds

∣∣∣∣∣∣ = F |t− t0|, (5)

��!���� � �.��?��! (t, xk(t)) ∈ K1 :�� � �< t ∈ IP �
F�#  �#�#/ :�����G���� 8����� �:���� �:��������/ �

��G�� ����.�!� �<  <���#� !� � � ��#�#� ��E���;� 8� � ��"

��;/
∂f

∂x
∈ C(B)/ � :�@!�#� �� ��#:��!��# #��G� !�� C @!�

������� �9����?���,

∣∣∣∣∂f∂x
∣∣∣∣ � L/ 9�� L > 0* ����!���� :� !���"

���� Y ���9�%  !�����/ ��� �;��< ���< !�?�� (s, x), (s, y) ∈ C
#� #�G�# �� :���.���!� � ���#���% ����?��< :����H���% �
��:� �!� :��� !������� f(s, x) − f(s, y) = fx(s, z)(x − y)/ 9��
(s, z) ∈ C/ � .��?�!

|f(s, x)− f(s, y)| � L|x− y|. (6)

F�:��� #� 9�!���  ���#�������!� � ����.�!�  ����;H�;
������ ���.� !�  � ����< :�����G���% �� � �# IP ,

|xk+1(t)− xk(t)| � LkF
|t− t0|k+1

(k + 1)!
, k � 0. (7)


  �#�# ����/ :�� k = 0 =�> :�����H��! � � �GV� ����.����;
������ =�>� 8���:���G�#/ ?!� =�> ����� ��� k := k−1� +�:� ��
����� =K> :��� !�������

xk+1(t)− xk(t) =

t∫
t0

[f(s, xk(s))− f(s, xk−1(s))]ds,

�



#� #�G�# �. ��9� :���?�!� !�����#�; ������/ � :���.�� =�>
� �GV� ����.����% ���! (s, xk(s)), (s, xk−1(s)) ∈ C,

|xk+1(t)− xk(t)| �
∣∣∣∣∣∣

t∫
t0

L · Lk−1F
|s− t0|k

k!
ds

∣∣∣∣∣∣ � LkF
|t− t0|k+1

(k + 1)!
,

?!� � !�������� �� $<���#� !� :� ������!����� !� xk �
����#�"���� :������ @��������!��  <���#� !� ����

x0 + (x1 − x0) + . . . + (xk+1 − xk) + . . .

� !�#� G� :������/ �� ��� @!�9� �������������9� ���� �����
=�> :� !���� #�G����!��%  <���H�% � ?� ����% ���

|x0|+
∞∑
k=0

LkF
|t− t0|k+1

(k + 1)!
= |x0|+ F

L
(exp(L|t− t0|)− 1) ,

� :� !����#� 
�%��E!��  � @!�! ��� =� :� ������!����� !�>
 <���! � � ����!���% ������� x ∈ C(IP ) �����#���� �� IP �
8���<��� � =K> � :������ :�� k → ∞ :�� � �< t ∈ IP =:� !����"
#� � :��������# :���<��� :�� .����# ��!�9����>/ :���?��# =>
:�� � �< t ∈ IP � A!� �.��?��!/ ?!� x �����! � ��E����# => ��
� �# �!��.�� 8�����/ � ��E����# =�> �� � �% �9� ���!����� !��⎡
⎢⎢⎢⎣
��  �< :�� #� ��E� :��!����� ��.���!�! !����#� 8��"
��/ ����.��  �H� !������� ��E���� �� ��!������ 8����/
�� ��":����</ #� �9� �������� =�  �������#  ��?��>/ �
��"�!���<  ������ @!�  :�#�H�; ��� !������ :� ����"
��!�����< :�����G���%�

⎤
⎥⎥⎥⎦

� !��! � ����.�!� ���� !����� !� ��E���� �� IP � 8���:���"
G�#/ ?!� =�> � => �#�;! ��� ��E���� x1 � x2 �� ��!������
8������ (����9�?�� ��  �G�����# ��E� =��  �� �# �?����"
��/ �� :������� !� �:� !�#>/ ����#/ ?!� �< 9������ ���.�"
!����� ��G�! � K1/ � !�# ����� � C� T�.����# �!��.�� 8�"
���� �� �!��.�� �����% 1/(2L) !��/ ?!� ���� �. 9����?��<

�



!�?��  ��:����!  t0/ � ����G�#/ :� ������!����� ���9�� �
�! @!�% !�?�� � �����# �!��.��/ ?!� �� � �< ��< ��.�� !�
x1 − x2 ����� ���;� +�?��#  �!��.�� [t0, t0 + 1/(2L)]� ���.��"
?�# δ = max

t∈[t0,t0+1/(2L)]
|x1(t)− x2(t)| � �����# ��.�� !� �� @!�#

�!��.�� =��% !��� �����9�?�� :������H�#�/ !� �� ��:� ����
:��� !������� ��� ��.�� !� ���< ��E���% => � :���.�� � =�>>

|x1(t)− x2(t)| �
t∫

t0

Lδds = Lδ(t− t0),

�!���� δ � δ/2/ ?!� ���?�! δ = 0� P��?�!/ � !�?�� t0+1/(2L) ���
��E����  ��:���;!/ � @!� !�?�� #�G�� ��  #�!����!� � ��?�"
 !�� ��?�����% !�?�� ��� �!���9� �!��.��/ ?!��� ��  �G��!�
�����9�?��/ � !� �� �

�����	 x′ = t + x2/ x(0) = 0� $!���# ������� =�����#
 ��?�� :��#��9������> |t| � T / |x| � R� 
 �����#  ��?�� #�G"
��  ?�!�!� B = R

2/ ?!� ?!� ������< �9����?���% �� T � R ��!�

�?������/ F = T +R2/ :�@!�#� T0 = min

(
T,

R

T +R2

)
� F���#

����.�#/ L��.��#���M �����?���� ��.#���� �������� �� :��"
����! � �����?���; �!��.�� 8������ 
 �����# :��#��� @!�!
�!��.�� #�G�� � ����# ���� �:!�#�.�����!�,
���������	����.�!�/ ?!� #�� �#������ ����� �!��.�� 8�"
���� �� !�9��! � :�� T = 2−2/3/ R = 2−1/3/ � !�9�� T0 = 2−2/3�
�

$!���# :� ������!������ :�����G���� 8�����/ ��� � �
����! :�����#������#�, x(0) = 0/ x(1) = t2/2/
x(2) = t2/2 + t5/20/ x(3) = t2/2 + t5/20 + t8/160 + t11/4400/
� !� �� C����?� ��% �����. =��.#�G�� �  !��9�� �����!�?�"
 ��� ������/ �� �� @!�# �� � !���������# �> :���.����!/ ?!�
@!� ������� �� �#� �� !��  <���! � � ����!���% ������� =:�
F�68 * � ��E���;> �� �!��.��/ �� ������ E��� �!��.�� 8�"
���� =�� � �� �� � �% :��#�%/ <�!� �� :�!�#�/ ?!� ��E���� ��

�



 �H� !���! �� � �% :��#�% * �� @!�# ����#��� �����>� F�#  �"
#�#/ �!��.�� 8����� �� �����! � #�� �#�����#/ �� ��!���#
#�G�� �!���G��!�  <���#� !� :�����G���% 8������ 	���� !�"
9�/ <�!� ��  #�!�����#�� .���?� �� :�.�����! ��%!� ��E����
� ����# ���� =?!� ��#�� !�����! :���.�� !� #�!��� 8�����>/
�� #�!��� ��H�% !����� ��� =� ��!���< #� �:�#���# ��G�>
:�.����;! ���.�!� #�� �#�����% ��!�����  �H� !������� ��"
E���� @!�% .���?�/ � �� E��� ��!������ 8������ $<���#� !�
:�����G���% � ��E���; #�G�! �#�!� #� !� =� �#��! #� !� �
�����# :��#���> �� ��!������ E��� ��!������ 8������⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
!� �� !�:�?���  �!����� !�����, IP ⊂
⊂ I��!�����  <���#� !� :����"% 8�����J ⊂
⊂ I��!�����  �H� !������� +TJ ⊂
⊂ I!����!�?� �� #�� � ��!����� � <��� �.

���� �:��������� :����% ?� !�J

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦


 !� G� ���#� ������ .� �� E������ @!�9� ��!������ �� �.���
:�����G���% 8����� �� �#��! ����E�9�  #� ��/ !� �� ��� :���"
��.��?��� ��� ��������9� :� !������ ��E����/ !� �� :�� ����"
E�# �������� �! ��?�����% !�?�� @!� :�����G���� * ����"
�� �� ��?E�%  :� �� �::��� �#���� !�?��9� ��E���� =���9��
 :� ��� :�����G����9� ��E���� ��� �� �G��;! � �����>� �

F����#� 8���� � ��E�*8����� �� �! ��������% <����"
!��/ !� �� � ��< �� �G���! �  �H� !������� � :�������� ��E�"
��� � ����!���%/ ����H� 9�����/ #���% ���� !�� !� ��?�����%
!�?��� A!� ��  !����� ���� !�!�� @!�< !����#/  ������  ��%"
 !�� ��� ��H�9� ����� ���� � !�#/ ?!� � ��H�#  ��?�� ��"
E���� .���?� =�> �� ���.���  �H� !����!� �� ����EV�< ��!��"
����</ ��� :� ���%��% #��� :�� � �< t/ ��!���� L#�G�� :��"
 !����!� � ���������M� 
:��?�#/ @!� � �� �GV� �. �:������<
��H�"���� �� ��<  �����G���% * :����  / @���;��� ��!���"
9� �:� ����! � ����%"���� .�����#���� !�;/ #�G�! ������!�"
 � ����E� ?�# !����!  #� �  �#� .�����#���� !�� Z������/
:�� ��!���# @���;������% :����  =� ��E�#  ��?�� @!� ��"

1



E���� ���> :�����H��! � :� ���!�����# :��?���#/ ��.���"
�! � ��!� !����% ��� ��.��E����#/ � .�����#���� !� =� ��"
E�#  ��?�� @!� ���>/ �:� ���;H�� !���� :�!��������� ��"
!� !����?� ��� :����  �/ ��.����! � ��G�#�#  ��� !����"
�#� 
 :��������< .���?�< ��E����/ ��.��E�;H�� � .� ����?"
��� ���#�/  ��!��! !��;! ��?� !�����# =��.���#> :���<���#
� �:� ����#�%  � !�#�/ !� ��/ ��:��#��/ ����H���� ����<"����
:���#�!��� � �� ����?�� !�/ ����?��/ �� ����;���! � � �����"
�� !�/ � �.��?��! ��<��  � !�#� .� :������  �!�����/ �:� �"
���#�% ��  #�!�����#�% #�����;�

�����	 x′ = x2/ x(0) = x0 > 0� ��.��� � ��/ :����� ?� !�
��� �� �#��! � ������ !�%/ � ��?!� �� :�����H��! ����<"����
��!� !���� ������ ��:� ��� !������ ��E���� �����% .���?�
���!, (1/x)′ = −1/ �!���� 1/x = 1/x0 − t/ !� �� x = 1/(1/x0 − t)�
A!� �.��?��! ?!� ��E���� �:�������� �� ��!������ (−∞, 1/x0)
� �� #�G�! ��!� :�����G��� �� ����� E�����% ��!����� =��!
���9�9� ��E���� @!�% .���?�/ �:���������9� �� ����� E�����#
��!������/ ���/ ���9�#�  ����#�/ ��! ���9�9� ��E����/  ��:�"
��;H�9�  ��%�����# �� �#�;H�# � ��!������/ �� �:�������"
��9� �� ����� E�����#>� ��!� !���� �� !�:��! :��
t → 1/x0 − 0� �


�:�� �! !�#/ ��� ��%!� #�� �#����� E�����% ��!�����
 �H� !������� ��E���� .���?� =�> =� ����H�/ �;��9� ���>
� �� ������ �� �����/ #� �� ���# :�.G�/ �� :��� �!#�!�#/
?!�/ <�!� ��!����� 8����� !�����# #�� �#�����# ��!����"
��# �� �����! �/ ��  �#� �������� !� !����#  �H� !�������
���.��G��� 
  ��.�  @!�# � ���% ��!��� ��.���;! !� ���/
��� ��!���< � �"!��� #�G�� �!���G��!�  �H� !������� ��E�"
��% L�� � �# ��!������/ 9�� �:�������� :����� ?� !�M� � ��#
�!�� �! � � ?� �� ���9�< !�� ��.� ����%��� ���� ��� ��.���"
�! � ����%��#/ � �� ��� ����%�� :� �!��E���; � ���.�� !��#
�������# � �< :���.�����# =�� :�":��G��#� :���.������ :�
�!��E���; � ��.��� �#�% :���#����%>� 
  ��?�� ���#�����<
 � !�# ��� 2 :������ @!� �.��?��!/ ?!� :����� ?� !� ��� �#�"

�



�! ��� f(t, x) = A(t)x+ h(t)/ 9�� A * #�!���� ��.#���# n× n/
� h * ���!�� ��.#���� !� n� ��� !�9�/ ?!��� !����  � !�#�
������!������ #���#�����# !���������# !����� =���.����#
� ����� X �>/ ��G�� !������!�

A,h ∈ C(a, b), −∞ � a < b � +∞, (8)

!�9�� B = (a, b) × R
n/ � !����  � !�#� ��!�#�!�?� �� ������"

!����;! � �����# F�68� F�#  �#�#/ � .���?� ��E�

x′ = A(t)x+ h(t), x(t0) = x0 (9)

:�� � �����
t0 ∈ (a, b) (10)

� :�� �;��< x0 ∈ R
n :��#���#� !����#� ��E�*8������ ��"

���� @!�! ��.���!�! #�G�� � ���!�,
�������	 8�� � �����< =1>/ =�0> .���?� =�> �#��! ����"

 !������ ��E���� �� (a, b)/ :��?�# :� ������!������ :�����"
G���� 8�����  <���! � � ��#� �����#���� �� �;��# �!��.��
[c, d] ⊂ (a, b)� �

����.�!��� !�� @!�% !����#� #� :������!� �� ����#/ �!#�"
!�# !�����/ ?!� ��� :�?!� ��������� :��!����! ����.�!��� !��
F�68� 8�� @!�# � ������ �!��?�� � !�#/ ?!� ��! ����<���#�"
 !� :������!� :�:������ 9������� :�����G���% � ���� / !� ��
:����� ?� !� ��� �:�������� :�� � �< x� A!� :�.�����! .�#�"
��!� ������ =�> �� ���9�;/ ��!���� �GV� ��.#�G�� �� �;��#
�!��.�� [c, d] ⊂ (a, b)� �

F���# ����.�#/ �� !�< :��/ :��� ��@�������!� ����%��9�
��� �:�������� � ��:�������/ �9� ��E���� �� #�9�! ��.��"
E�!� �� 
:��?�#/ @!� �� #�E��! �# �.��������.�� �� !�,

�����	 x′ = kx/ x(0) = a� A!� .���?� �:� ����!/ ��:��"
#��/ �� ! �� ������ :�� � ����� ?!� ��G���#� !� �� ��E� ��"
 ������ :� !������ T�E���� �#��! ��� x = aekt/ ?!� ���� ���
:�.��� = ����� ����> �.��?��! ��<�� ?� ����� !� �� ������
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.� �;��� ��.�#��� :������� +� :���!��� @!�9� �� :��� <�"
��! :�!�#�/ ?!� :�� �� !�!�?�� ���� E�# �� ������ ��G��"
�#� !� �� ��E� �� ������ :����!/ !� �� ��������� :����#��!
���9�% ���� 	����  ����E����% #�����;/ �?�!���;H�% =<�!�
� 9����> @!�! ���!��/ �����! � !�� ��.� ��9� !�?� ��� ����"
�����/  :�#�H�; ��!���9� !� G� .���?� #�G�� .�:� �!� !��,

x′ = kx

(
1− x

β

)
/ x(0) = a/ 9�� β * :��������� ?� ����� !�

�� ������/ :�� :�����G���� � ��!���#� ��G���#� !�  ��G�"
�! � �� ���� =� !� !�����/  �����!  ?�!�!� a < β>� T�E�� @!�
.���?�/ :���?��#,

kdt =
βdx

x(β − x)
=
dx

x
+

dx

β − x
= d ln

x

β − x
,

x = a
βekt

β + a(ekt − 1)
.


:��?�#/ :�� #���< t �� ! ��?����! � @� :�����������%/ ��
:� #��� :�����G���� � :��������#� .��?���; �� ! .�#����"
�! �/ � �������!/ :�����G���� � :������ ���! � �#:!�!�?� ��
=:� @� :����!�  �!����!�����# :���.�!���#>� �

+� :���!��� ��H�� ������9�� :��#������ ����%��< ���
!�����, ��� �:���� :��9���� ��� �:� ���� #���< �.#�����%
�.�?��#�< ����?�� =� ?� !�� !�/ �� #���< :��#�G�!��< ���"
#���>� 8�� ��<��� .� @!�! ���:�.�� #��� !� #����� ���.�!���"
�� !����! ������!�� !�/ ?!� :�������! � � ���� @� :���������"
��9� �� !� ��E���%/ <����!����9� ��� ����%��< ��� =�#�;"
H�< �� !�H�� ��E����> * @!�! ����#�� #� �.�?�# :�.G��
���.����% :�����: ������!�� !� ����%��< ��� ��� �:� �"
��� #���< �.#�����% ����?�� � ����� �� � �����# =� ��G�
��;?���#> :�����:� ���������������9� � ?� �����/  � !��"
H�# � �������.���� #���< :����H���% ������%� +�:��#��/ �
.���?� =�> @!� #�G�� :�����; !������!�  ����;H�# ����.�#
=��� :�� !�!� :���9��# n = 1>� 8� !� �#��! � ��E���� =�>
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x = ϕ(t)/ � #� <�!�# �.�?�!� :�������� ���.��< � ��#� ��"
E���%/ ��  #�!����� �!��������/ !� �� ��.�� !� #�G�� ��#��
��� @!�9�/ � !� !�����/ :����! � #���!� ��?������ ������/
!� ��  ?�!��# ?!�/ ��:��#��/ ��E���� ϕ �#��! ��?������ ���"
��� ϕ(0) = a/ � ���.��� � ��#� ��E���� �#�;! ���.��� ������
x0R �� G� ��!��� ��! ��.�� !� z = x − ϕ/ ��� ��!���% �#��#
.���?� ��E�

z′ = f(t, x)− f(t, ϕ), z(0) = x0 − a.

8���:���9��/ ?!� z �� !�!�?�� #��V�/⎡
⎢⎣
@!� � �9�� �����/ ��� #� :���G�# �����/ � �� :���:�"
��9�!� ?!� (x0 − a) #��V�/ � ���#� t ��  ��E��# ������
�<���! �! ����/ � � ����!���< �������� ��G��<  ��?��<
�!���� :���:���9�!� �� ��G��

⎤
⎥⎦

#� #�G�# :��� !���!� :����; ?� !� :���?����9� ��� � ����

f(t, x)− f(t, ϕ) = fx(t, ϕ(t))z + o(z) 	 fx(t, ϕ(t))z,

!� ��  !�?�� !�; �� �E���� �� E�9� :������ #��� !� :���?�"
�# .���?� ��� ����%��9� ���

z′ = fx(t, ϕ(t))z, z(0) = x0 − a

 �.�� !��# ��@�������!�# fx(t, ϕ(t)) ��� ���.�� !��9� �!"
�������� z� �� !�< :�� :��� z � !��! � #���#/ :���?�����
����%��� .���?� ������!�� �:� ����! � <����; ������%��;�
) �� z � !��! � #���# ��G� :�� ����E�< ���#���< =@!� ��.�"
���! � � !�%?��� !� ��E���� ϕ>/ !� ���� !�����# � :���.�"
�#�# :���:���G����# � !��! � #��� !� ��?�����9� �!�����"
���� 
:��?�#/ � � �:� ����� :�������� ��G���! � �  !��9�#
��� �������/ ?!� ����!  ������ :�.G��


 � :���������� � X  !����#� ��!�#�!�?� �� :����� �!"
 � �� ���#������ ��������� �  � !�#� �� E�< :�������/ :�"
 ������ :� ������  ����! � � ���#�����#  � !�#�# 2 :������
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:� :��������/ �:� ����% � X �� 8�����; !�����# �����% !�.� 
�� :��#��� ����9� ���#�����9� ��� �� ���9� :������,

y(n) = g(t, y, y′, . . . , y(n−1)), (11)

!� �� @!� ��� :������ n ��� ���.�� !��% ������� y : R → R

 .������% �������% g : R
n+1 → R� $�9�� �� ��H�% :��"

������/ �:� ����% � X �/  �����! ��� !� ���!�� ���.�� !��<
x = (y, y′, . . . , y(n−1))∗/ ��� ��!���9� ��������� =��> :��#�! ���
 � !�#� 2 :������

x′ = (x2, . . . , xn, g(t, x1, . . . , xn))
∗. (12)

��� ��:������� ����<���#�< ��H�< !��������% � ��� � �<
��E����#/  ���#����������< � X �/ ��G�� :���:���9�!� ?!�
g ∈ C(B)/ 9�� B * ���� !� � R

n+1/ � :�� ��E����# =��>  �����!
:���#�!� ������; y/ .������; �� ����!���# ��!������ (a, b)
=����?��# ��� �� ����?��#> !���; ?!�

• ���  �#� ��:������� �� @!�# ��!������/ � � �� :���.���"
��� y′, . . . , y(n)/ �<���H�� � =��>/  �H� !��;! � ��:�����"
�� �� @!�# ��!������ =!� �� y ∈ Cn(a, b)>/

• :�� � �< t ∈ (a, b) @!� ������� #�G�! ��!� :�� !������
� =��>/ !� �� (t, y(t), y′(t), . . . , y(n−1)(t)) ∈ B/

• ����� !�� =��> ��:�����! � !�G�� !����� �� (a, b)�

$��!��! !�����/ :�� 9������# ��E���� #�G��/ ����?��/ :�"
��#�!� !���������� �����; �. !�?�� (t, y(t)) �� :�� �� !�/ ��
 :�.���% �����#�!����9� �:� ���� :�������� ��E���% ���
� !� !������ :���#�!� 9����� ��� �����; � �� E������# :��"
 !��� !��/  � !��H�; �. !�?�� (t, y(t), y′(t), . . . , y(n−1)(t))� A!�
���! :����; �����9�; =!�?���/ ���;?����> #�G�� =�> � ��H�%
!�����%  � !�# 2 :������� 
 ?� !�� !�/ #� ����#/ ?!� .���?�
��E� ��� =��> ���G��  !���!� � !��,

y(t0) = y0, y′(t0) = y1, . . . , y(n−1)(t0) = yn−1, (13)

DD



9�� (y0, . . . , yn−1) * :���.������% ���!�� !���% ?!�
(t0, y0, . . . , yn−1) ∈ B�

F���# ����.�#/ ��?������  � !�����  � !�#�/ @���;��� ��"
!���% �:� ����! � ��� :������ ��E� :����9�/ .����! � .��"
?����# �� !�����  �#�% �������/ �� � �� #���E�< :���.���"
��<� 
 �:� ����< � �����< .���?� =��>/ =�D> �#��! ��E���� ��
��!������ 8����/ ��!���%  !���! �  �9�� �� ��H�% :������"
�� ���  � !�#� =�>� ) �� ��:����!����� :�!������!� ����?��
��:�������< � B :���.�����< g :� y, y′, . . . , y(n−1)/ !� #�G��
�� :���.���!� � F�68 � �!���G��!� ���� !����� !� @!�9� ��"
E����/ � !��G� !�/ ?!� ��� �����! � :������# =�����#����#
�#� !�  � � �#� #���E�#� :���.�����#�> :� ������!�����<
:�����G���% 8�����/ :� !������ ��!���< ���! :� !�% G�  <�"
#� * ������� :�����G���� ���!��� x ����� ��?�����# ���"
��#/ � � � :� ����;H�� ��<���! � �. =�> * :������H�� :�"
#�H�;! � � :����; ?� !� =�>/ � :� ����;H�� * � ����;� �!"
#�!�#/ ?!� :�� @!�# ��� :�����G���% �� ��:�����! � :���"
��: L:� ����;H�� ��#:����!� ���!��� x * @!� :���.������
�! :������H�<M� ���9�#�  ����#�/ :����  :� !������ :� ��"
����!�����< :�����G���%  �H� !����� ��.����! � ��  � !�#�
=�> � �� #�G�! ��!� ��#:��!��  ���#�������� � !��#���<
� <����9� ��������� =��>�

�����	 y′′ = t + y − (y′)2/ y(−1) = 2/ y′(−1) = 3� 
����#

���.��?���� x =

[
y
y′

]
/ !�9�� .���?� :��#�! ���

x′ =
[

x2
t+ x1 − x22

]
, x(−1) =

[
2
3

]
.

8� !���# :� ������!������ :�����G���� 8�����  ��#���#�

�! 0 �� , x(0) =

[
2
3

]
R

(x(1))′ =

[
x
(0)
2

t+ x
(0)
1 − (x

(0)
2 )2

]
=

[
3

t− 7

]
, x(1)(−1) =

[
2
3

]
,

DK



�!���� x(1) =

⎡
⎣ 3t+ 5
t2

2
− 7t− 9

2

⎤
⎦R � �������

(x(2))′ =

[
x
(1)
2

t+ x
(1)
1 − (x

(1)
2 )2

]
=

⎡
⎢⎢⎣

t2

2
− 7t− 9

2

4t+ 5−
(
t2

2
− 7t− 9

2

)2

⎤
⎥⎥⎦ ,

x(2)(−1) =

[
2
3

]
,

�!����

x(2) =

⎡
⎢⎢⎢⎣

t3

6
− 7t2

2
− 9t

2
+

7

6

− t5

20
+

7t4

4
− 89t3

6
− 59t2

2
− 61t

4
+

37

60

⎤
⎥⎥⎥⎦ . �

) �� ��������� =��> ����%��/ !� �� �#��! ���

y(n) = an−1(t)y
(n−1) + · · ·+ a1(t)y

′ + a0(t)y + r(t), (14)

!� ���   ���� �� ��H�; !����; ��G�� :���:���9�!�/ ?!� � �
ak, r ∈ C(a, b)/ t0 ∈ (a, b)/ � !�9�� :�� �;��< �����< ��E� =�D>
.���?� =�K>/ =�D> �#��! ���� !������ ��E���� �� � �# (a, b)/
:��?�# :�����G���� 8�����  <���! � � ��#� �� �;��# �!��."
�� �. (a, b) �����#���� �#� !�  � � �#� #���E�#� :���.�����"
#�� F���# ����.�#/ ��� ����%��< ��� �;��< :�������  �<��"
���! � :�����: L��E����  �H� !���! =#�G�! ��!� :� !�����>
�� !�< :�� :��� �:�������� � ��:������� ��@�������!�M�

��� �GV� 9������� �/ :���������� !����#� 8���� � ��E�*
8����� ��������/ � � ��H�# ������%��#  ��?�� @!�  ��.���  
:�!���������# ��.��E����# ��E���%/ ������ @!� ��  ��#��!
��:�� � #�� �#����� E�����# ��!������/ �� ��!���# ��E����
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� �"!��� #�G�� :� !���!�/ :�:�!�� � !����� �9������/  ��.��"
���  �9� ���� !����� !�;� 
 � :���?� ������ ��:�� � � !��"
��;! � :�� :�#�H� :���!�% :�����G���� ��E���% � ��:��"
���G��#�< ��E���%� Q;��� ��E���� ����.�����  ��.���  !�#
��!������#/ �� ��!���# ��� �:��������/ � ��� ��E����/ .����"
��� �� ��.��< ��!������</ ��.��?�� :� �:��������;/ ��� �GV�
���.����� � ������ ������ #� #�G�#  �����!� �;��� ��� ��"
E���� �� :��� �?���� ��!������� �< �:��������� =� �� ��� ��
:� !�>/ � � �� �� ��# ���  ��:���;!/ !� �  �����:�� !� ���
����.�;! ����� ��E����/ �:���������� �� ����� E�����# ��"
!������/ ?�# ��G��� �. ��<� 8��H� � �9� @!� ��  �G����� :��"
����!� �  ��?�� ��9�� ��!����� �:��������� ����9� �. ��E���%
:���� !�;  ����G�! �  ��� ��!����� �:��������� �!���9�� F�"
9�� =:�� � ����� ?!� �� �!���# ��!������ ��E����  ��:���;!>
9�����!/ ?!� :����� ��E���� �����! � :�����G����# �!���9��
) �� G� �����"!� ��E���� ����.#�G�� :�����G�!�/ !� �� ��%!�
�9� :�����G���� =��!����������/ !� �� ��  ��:���;H��  ��#>/
!� ��� ��.����! � ��:�����G��#�#� F����#� 8���� � ��E�*
8����� 9�����! � ��������</ :�����G��#�</ ��E����</ � !�
���#� ��� � !� !����� ����!� � .� :� !������ ��:�����G��"
#�< ��E���%/ ��� ��!���< ��:�� � �� ��!������ �:���������
� ���� !����� !� .��?�! �������� � !� !������ 
:��?�#/ ����"
��� ���� ����!� � @!�# ��:�������� �GV� ��#� :��������/ �
��. � ���9� !���� :���?��#  ����;H�% ��.���!�!,

�������	 
 � �����< F�68  �H� !���! ���� !������
��:�����G��#�� ��E���� .���?� =�>� �

��������������	 T�  #�!��# #��G� !�� � �<
��E���% =�>/ ��!���� �� :� !� :� F�68� ���.��?�# ?���. (a, b)
��S�������� � �< ��!������� �< �:���������� $� !���# �. ��<
L �����:���M ��E���� =�> x/ �:���������� �� (a, b)/ :�  ����;"
H�%  <�#�, ��� �;��9� t ∈ (a, b) � ��?� !�� x(t) ��.�#�# .��?�"
��� � �< ��E���% =�>/ �:���������< � !�?�� t =����� ������"
��% ���� !����� !� ��!����� �����!� � ?!� ��� � � � @!�% !�?"
��  ��:���;!>� 	�. !���� :�������! �/ ?!� :���?����� ����"
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��� ������!�����! =�> =:�!�#� ?!� � ���� !�� !� �;��% !�?��
���  ��:����!  ����#"���� �. ��E���%>� +������/ @!� ��E����
��:�����G��#�/ !� �� ���;?��! �  ��� � � ��E����� �

�!#�!�#/ ?!� ��� �� F�68 ��� =1>/ =�0>/  ���#��������"
��� ��E�/  ��.�  !���! ��:�����G��#�� ��E���� =1>/ =�0>� 

��H�#  ��?��/ ��� �GV� �!#�?��� �/ +T �� ���.���  �H� !��"
��!� �� � �# #��G� !��/ 9�� L�:�������� :����� ?� !�M� $���"
#������# ��. ����.�!��� !�� ��� ��G��<  ��% !�� +T =�>,

• Q;��� +T �� #�G�! ��!� ���:�������� � �����< ��!��"
����  ���9�  �H� !�������/ !� �� ��� � �9�� �:�������� ��
�!���!�# ��!�������

• C����� +T =!� ��  ��!��! !��;H�� ��:�����G��#�� -�>
� �#:!�!�?� �� :�����G��! � � 9������ ���� !� B/ ?!�/
 �� !�����/ �  ��G�! :��?���% ����.#�G�� !� �9� ����"
��%E�9� :�����G�����

F���# ����.�#/ +T �����! � 9��������# � !�#  #� ��/ ?!�
�����?�!� ��!�����  �H� !������� +T �GV� ����.#�G��� ���"
9�� ����/ ?!� :������� -� �� � � t =!� ��  �# ��!�����  �"
H� !�������> �� ���.���  ��:���!�  :�������% ���� !� B ��
� � t =!� �� !����!�?� �� #�� �#�����# ��!������#  �H� !��"
����� ����<"���� ��E���%>� A!� #� �GV� ������ �� 8��#���
��E�� T������% ��!�����  �H� !������� +T .��� �! �! 9��"
#�!��� -�� ��H�< ����:!�� �:��������� ��!������  �H� !��"
����� +T ��!/ ��  �H� !���! ��� ����;����% � #�!����/ :�."
����;H�< :���� !� :�������!�����; ���9�� !���  � !�#� ��
:���#�! :�����G�#� !� �� ��E���% �� #�� �#����� E������
��!������ ���/ �������!/ ����#��� ��.��E���� ��E���%�

����� � * �:������� ������ ��E���%� C�����!/ ?!� ���
��E���% ����!���9� ��� =��� .���?� ��� ��9�> �#��! #� !�
(� |x(t)| � h(t) �� (a, b)/ � �� �;��� ��E���� @!�9� ��� =���
.���?�> ������!�����! @!�% ������ �� !�% ?� !� (a, b)/ 9�� ���
�:��������� F� �� ������ :������! � ��. �������� !�/  �H� !��"
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�! �� ��E���� �� @!�# ��!������/ :� :�����:� L� ��'9��  �"
H� !���!/ !�'!�# ������!�����!M� B����#��!�����# ���!�#
9��������% !����� ��.��E�#� !� �����! �  ����;H�� !����"
#�/ ��!���; #� :������# ��. ����.�!��� !��,

�������	 8� !� ��� =�> ��:������ � ����� F�68/ � ��
����!���# ��!������ (a, b) ��� ��E���% =�> �#��! #� !� (�
|x(t)| � h(t)  ����!���% h ∈ C(a, b) !���% ?!� �������
{|x| � h(t), t ∈ (a, b)} ⊂ B� F�9�� +T �:�������� �� (a, b) =�
.��?�!/ ������!�����! (�>� �

8�:�� !� 9�����/ ��� !�9�/ ?!��� ����.�!� ?!� ��E����
:�����G�;! � �� ����!���% ��!�����/ �� !�!�?�� ���#�����
�����!� ��E���� �� @!�# ��!������ !��/ ?!��� � @!�% ������
.�:��H��� � :�����G���� -� � 9������ B�

�����	 x′ = −2tx2/ x(0) = 1� -. ��������� �����/ ?!� ��"
E���� ���.��� �� ��.�� !�!� :�� �������� �! ����� $ ���9�%
 !�����/ -� �� #�G�! :��� �?� � � �� ��  / !� �� @!� :��!���"
��?��� �� ���� !����� !� ��E���� .���?�  ������#� �����"
#�/ �#�;H�% ������� ��E����� $��.����� �.��?��! (�
0 � x(t) � 1 ��� ��E���% .���?� :�� � �< t ∈ R� 8� F����#�
:���?��# ?!� +T .���?�  �H� !���! �� � �% :��#�%� 
:��?�#/
� �����% .���?� +T #�G�� :� !���!� ����, x(t) = 1/(t2 + 1)�

�����	 x′ = t3 − x3� ��� �;��9� ��E���� @!�9� ���
�#��# (x2)′ = 2xx′ = 2xt3 − 2x4 � 2xt3 � x2 + t6/ .��?�!
(x2e−t)′ = ((x2)′ − x2)e−t � t6e−t/ �!���� :�� t > 0 :���?�"

�# x2e−t − x2(0) �
t∫

0

s6e−sds/ ?!� ���! (�

|x(t)| � et/2

⎛
⎝x2(0) +

t∫
0

s6e−sds

⎞
⎠

1/2

,

� :����% ?� !� ��!���%  !��! ��:�������� �� � �% :��#�%
������� = ��?�% t < 0 �����9�?��>/ � :� F����#�  ���� :�"
��?��# :�����G�#� !� � �< ��E���% ��� �� � ; :��#�;� 
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@!�# :��#��� ��E���� ����.#�G�� :��� !���!� � ����# ����/
������ #�!�� :�����G��! ����!�!�� $�!� ��E�< #���:�����%
 � !���� � !�#/ ?!�,

• #� :���?��� ���������������� ������� !��/ ��E����
��!���9� =@!� ��H�% :�����: ��� ��� :����9� :����"
��>  ��.��� !���# G� ������� !��#  ��E����#�  ��!"
��! !��;H�9� ���������/

•  ��!��! !��;H�� ��������� ����%��/ � ��� ����%��<
��� :�����G�#� !� ��E���% �� #�� �#����� ��.#�G"
��% ��!����� * ��H�% ���!� �

����� � * �����.  ���� !� �� !� :����% ?� !� :� �!��"
E���; � ���.�� !��#� A!�! #�!�� �� #�G�! ��!� 9����!���"
�����% ��.���!�!/ ��  � !��! � #��#���?� ��# :������, � ��
�� ! f(t, x) :� x :�� x → ∞ :��� <���!  �  ���� !�; ����%"
��% ��� ��G�/ !� @!� ������! �� #� ��/ ?!� ��E���� =�> :��"
���G�;! � �� #�� �#�����% ��!�����/ 9�� �H� �#��!  #� �
 �#� ���� $!��9�� ����.�!��� !�� � ��G��# ������!��#  ��"
?�� :������! �  :�#�H�; �! ���� � !����#� � +T ����%��<
��� ���/ ��:��#��/  :�#�H�; (�� ) �� G� �� ! f(t, x) :� x
:�� x→ ∞ :��� <���!  �  ���� !�; |x|1+ε/ 9�� ε > 0/ ��� �H�
�� !���/ !� @!�  ��G�!  ����.��# � �������# ��� :���.����%/
?!� ��E���� ��.��E�;! � ����E�/ ?�# -� :�����.�! � � ���"
�� L!����!�?� �� ��.#�G��9� ��!������M� $!��9�� ���#���"
����� � ����.�!��� !�� :������! � � �������������# :������/
��� :������/  :�#�H�; L����!��%M (� ���� |x(t)| � . . . � -�"
�; !�����%  ��G�! 8��#�� ��E� �� ��� x′ = x2� 
:��?�#/
��� @!�! :��#�� � ?� !� t < 0/ !�� � :� ������ ��� 8��#��� :�"
��.���;!/ ?!� �!���� ?� !� :���������9� :�����:� ����!��!
�� � �9�� * �� !��% �� ! :����% ?� !� :� x �� � �9�� :������!
� ��!� !�����

��:����!������  �����G����/ ����H�;H�� ���; (� �
:�.����;H�� :�����G�!� ��E����  ��G��< ���/ ����! :��"
������ ����� � ��?� !�� :���?��9� @����!� ������% Q�:���"
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��� �!#�!�# !��G�/ ?!� :���������� :���G���� 9��������%
!����� ��.��E�#� !� =�> ��!�#�!�?� �� :����� �! � �� ���
�;��< :�������/ ?!� #� �� ���#������# ����� �?������ !�
= �����! :�� @!�# :�#��!� :�����:, � � ������ � ��  �G�����
���G�� ���;?�!� �� !�����  �#� ���.�� !��� �������/ �� �
�< #���E�� :���.������>�

-.��G���� � ��� !����� ��.��E�#� !� .���?� ��E� � !�"
��! � ��:����#/ � �� �� .�!����!� ��:�� � .��� �#� !� ��"
E���% ��� �! :���#�!���� ���� � !�#/ ?!� :���!�?� �� � �
 ����G�!������ .���?�/ ��.����;H�� :�� #�!�#�!�?� ��# #�"
�����������/ � !� ?�  :�#�H�; ���/  ����G�! �  ��� :���#�!"
��/ �!��?�;H�� .� <����!��� !��� #��������#�9� ��������⎡
⎣
 @����#�?� ��< #�����< :����!� � ��#�� ����?��� ��"
.���!� @���9����#� :���#����#�/ � :���#�!�� * @�.�"
9����#� :���#����#��

⎤
⎦

A!� :���#�!�� #�9�! #���!� �/ ?!� �����! �� :��������  �"
 !�#�/ � ��.�����! ��:�� * ��� �#���� �����!� ���#� !�"
9�/ :���#�!�� � �9�� .���;! �  �:���������% !�?�� !�;/ ?!�
:������! � ����<���#� !� �.�?���� .��� �#� !�  � !�#� �!
#���9� �.#������ :���#�!���� 
  ��?�� .���?� =�> � �  ��.��"
��� �.��?��!/ ?!� �� ����<���#� ��  #�!��!� � ����

dx

dt
= f(t, x, μ), x|t=t0(μ) = x0(μ), (15)

9�� ���.�� !��� ����?��� x !�:��� .��� �! �� !����� �! t ∈ R/
�� � �! :���#�!��� μ ∈ R

k/ !� �� x : R
k+1 → R

n/ :�� @!�#
.�����, ������� f : R

n+k+1 → R
n =!�?���/ f ∈ C(D) ���

����!���% ���� !� D ⊂ R
n+k+1>/ � !��G� ?� �� t0 � ���!��

x0 ∈ R
n/ .��� �H�� �! μ/ !� �� ��  �#�# ���� t0 : R

k → R/
x0 : R

k → R
n�

8��G�� � �9� �!#�!�#/ ?!� .��� �#� !� ��?�����< ���"
��< �! :���#�!��� #�G�� ����!�/ :������� � � � :����; ?� !�
��� * @!� �����! �  :�#�H�; .�#��� ��.��� �#�% :���#��"
��% t := t − t0(μ) � ���.�� !��% ������� x := x − x0(μ)/ !� ��/

K0



����� ?�!��/ ��������# ����% ���.�� !��% ������� y :� ���"
#��� y(t, μ) = x(t+t0(μ))−x0(μ)/ ��� ��!���% :���?�! �  � !�"
#� ���� =��>/ ��  ���9�% :����% ?� !�; � ������% ��?�����%
!�?��%� 8�@!�#� �����  ?�!��# ?!� � =��> ��?������ ������
�� .��� �! �! :���#�!���,

dx

dt
= f(t, x, μ), x|t=t0 = x0. (16)


 ��:������� � �GV� ��:� ����# � �����# :���:���G�#/ ?!�

 �H� !��;! � � ?� !��� :���.������
∂fi
∂xj

∈ C(D)� B�� ����#

��?�����; !�?�� (t0, x0) � ���.��?�#
M =

{
μ ∈ R

k | (t0, x0, μ) ∈ D
}

* @!� #��G� !�� ��:� !�#�<
:���#�!��� =:�� ��!���< .���?� =��> �#��!  #� �>� 	���#  ?�"
!�!�/ ?!� (t0, x0) :�������� !��/ ?!� M �� :� !�� 8� F�68 ���
� �< μ ∈ M  �H� !���! ���� !������ +T .���?� =��> * ����"
��� x = ϕ(t, μ)/ �:���������� �� ��!������ (a(μ), b(μ))� F�"
��# ����.�#/ ��� =��>1 ��:������ ��� ϕ �� � �# #��G� !��
G = { (t, μ) | μ ∈M, t ∈ (a(μ), b(μ)) }/ ����;H�# � #�� �#���"
��# #��G� !��# �:��������� ��E���� .���?� =��>� 8������#
��. ����.�!��� !�� ��� �����#��!������ !����#�/ ��G�H�� �
� ���� !����� .��� �#� !� ��E���% ��� �! :���#�!����

�������	 =F�+P>� 8��  �������< :���:���G����< � f � �
���.��?����< ��������< ��E� #�G�� �!���G��!�/ ?!� G �!"
���!�/ � ϕ ∈ C(G)�

�������	 =F��P>� 8� !� ��:������ � ����� F�+P/ � ���"
#� !�9�  �H� !��;! ?� !��� :���.������ f :� � �# xj � μi
�:��!� �� :������ N � 1 ���;?�!�����/ ��:�������� � D�
F�9��,

•  �H� !��;! ?� !��� :���.������ ϕ(t, μ) :� � �# μi
�:��!� �� :������ N ���;?�!�����/ ��:�������� � G/
�#� !�  �< :���.�����#� :� tR

• @!� :���.������ ������!����;! .���?�#/ :���?��#�#
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���#�����# �����������������# =��> :� μi ��G��<
:�������� �

-. @!�< !����# ����� �:� ����% ��E� .�#��� :���#����<
 ��.�  ����;! �����9�?��� !����#� ���  ��?�� ��H�%  � !�"
#� =��>�⎡
⎢⎢⎣

 ?� !�� !�/ �� ���! ���� ��������% ��E� !�.� � !�#/
?!� :�� #���# �.#������ ��?�����< �����< #��� #���"
�! � � ��E����/ � �� !����� ��!����� ��� t ��  ��E��#
����� =����?��>�

⎤
⎥⎥⎦

���#���?� ��� :������ ��� .�:�#������ � �< @!�< !����# :��"
 !�� *  ������ :���.�����< #� <�!�# �#�!� �! ��E���� :� :�"
��#�!��#/  !����� =��:�������<> :���.�����<  �����! :���"
:���9�!� �! :����< ?� !�% :� :���#�!��# � :� ���.�� !��#�
�:���������� � ��;?����  � !�����! ��E�  ��?�% ������9�
:������ =!� �� ��9�� #� <�!�# ��E� ��:������� !�>/ !�9��
:����� :���.������ f :� x ��G��/ �� �GV� :� � ���# :��"
?���# =��� ��:������� � ����� ���� !����� !�/ ��. ��!���9�
 �#� :� !������ ��:�� � � .��� �#� !� �! :���#�!��� !����!
 #� �>� 
� � �<  ��?��< � �� :���.������ ��E���� :� :���"
#�!��#  �H� !��;!/ !� .���?� #�G�� ��������������!� :�
@!�# :���#�!��#  ��!��! !��;H�� ?� �� ��./ � !�� ��<���!�
@!� :���.������ * ��� ��E���� :���?����< .���?� A!� .���?�
� �9�� ����! ����%��#� � :�!�#� ��9�� ��E�;! � = #� 8��#��
�����>� F���� :�������� ��.��G���� ��E���� :� :���#�!��#
�#��! #��9� :��#�����%/ �  �%?� #� :�����; !�����# :��"
�������� !����!�?� ��� ���!� �� ����# :��#���/ <�!� � ��
 �#�# <����!����# =!� �� �� �!�� �H�# � � � �����% ���� !�
:��#������ ��.��G���% :� :���#�!��#>/ �� .�!� �� !����;"
H�# ������< ��:����!�����< .����% ��� �9� :���#����/ ���"
#� !�< ?!� #� �GV� �#��#�

�����	 T�  #�!��# .���?� ��E�

dx

dt
= x+

1

100
(t+ x2), x(0) = 1. (17)
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+T @!�% .���?�  �H� !���! � ���� !����� ����� ��E�:����"
�����< ���!��/ �� ��� �� ����G��! � � @��#��!����< ����"
���<� ) !� !�����#  :� ���# ��� �9� :��� !������� �����! �
��  #�!��!� ���.��; .���?�

dy

dt
= y, y(0) = 1, (18)

��E���� ��!���% ��9�� ����G��! �, y(t) = et� 	���� !�?��/
��  #�!��# ��� .���?� ��� ?� !���  ��?�� .���?�  :���#�!"
��#

dx

dt
= x+ μ(t+ x2), x(0) = 1, (19)

�� +T ���.��?�# x = ϕ(t, μ)/ !�9�� :�� μ = 0 .���?� =��>
:�����H��! � � =�1>/ !� �� ϕ(t, 0) = et/ � :�� μ = 1/100 .���"
?� =��> :�����H��! � � =��>/ !� �� �� ��!��� ��! ϕ(t, 1/100)�
��� !�9�/ ?!���  ��.�!� ϕ(t, μ) =� � ?� !�� !� ϕ(t, 1/100)>  
ϕ(t, 0)/ �� :���.��# � F�+P � F��P� -#��# � �����#  ��?��,
D = R

3/ M = R/ :����� ?� !� ��� �#��! � � :���.������ :�
x � μ/ ��:�������� � D/ :�@!�#� :��#���#� F�+P � F��P :��
� �< N � &!��� �#� �� :���.���!� �/ ��G�� �!�?��!�  !���!�"
�� ���� !� G� P�#�!�#/ ?!� (a(0), b(0)) = R/ !� �� � � :��#��
{μ = 0}/ � .��?�! � �;��% �!��.�� {−R � t � R, μ = 0}  ����"
G�! � � G� 
���� �!���!� !� G @!� �.��?��!/ ?!� ��� �;��9�
R > 0 ��%��! � �� !�!�?�� #���� μ0 > 0 !���� ?!� :��#��9���"
��� {−R � t � R, −μ0 � μ � μ0} !��G�  ����G�! � � G/ !� ��
:�� −μ0 � μ � μ0 � � ��!������ (a(μ), b(μ)) E��� ?�# [−R,R]�

⎡
⎢⎣
Y ���9�%  !�����/ @!� ��!������ ����?�� �  !�9���;! �
� !�?�� 0 :� #��� �� !� |μ| * @!� #�G�� :���.�!� � :���"
.�� ��E�:����������  �����G���� 9��������% !�����/
�� @!� �� �����! �� ������%E�� ��  �G������

⎤
⎥⎦

- :���.�� ��:������� !� =� .��?�!/ � �����#����; ��:�����"
�� !�> ������� ϕ � :��#��9�������
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{−R � t � R, −μ0 � μ � μ0}/ :���?��#/ ?!�

ϕ(t, μ)
t∈[−R,R]

⇒ ϕ(t, 0) = et :�� μ→ 0.

A!� �.��?��!/ ?!� ��!��� �;H�� �� ����?��� ϕ(t, 1/100) ≈ et

=�� �;��# �!��.��>/ �� �H� �� ���! ����?� !�����; ������
@!�% ���.� !�� �� :� !����� ������� :�����G���� ��!��� �"
;H�9� �� ��E����/ � ��� �����?���� !�?�� !�  �����!  !��"
�!� :� ����;H�� :�����G����� 8� F��P :���.������ � �< :�"
������ ϕ(t, μ) :� μ  �H� !��;! � ��:������� � G/ :��?�# �<
#�G�� ��%!�/ ������������� =��> :� μ ��G��� ����?� !��
��.� ��� @!�9� .�:�E�# =��> � :����# ����,

∂ϕ(t, μ)

∂t
= ϕ(t, μ) + μ(t+ ϕ2(t, μ)), ϕ(0, μ) = 1, (20)

:���������������# :� μ,

∂2ϕ(t, μ)

∂t∂μ
=
∂ϕ(t, μ)

∂μ
+ t+ ϕ2(t, μ) + 2μϕ(t, μ)

∂ϕ(t, μ)

∂μ
,

∂ϕ

∂μ
(0, μ) = 0

(21)

� :���G�# μ = 0/ ���.��?��  ��.�
∂ϕ

∂μ
(t, 0) = v(t) � :���.�� �

!�# ?!� ϕ(t, 0) = et,

dv

dt
= v + t+ e2t, v(0) = 0.

A!� .���?� ��E� ��� ����%��9� ��� 2 :������/ �� ��9�� ��"
E�!� =:���.�� � #�!���#� �.��G����#� �����> � :���?�!�
v(t) = e2t − t− 1� 
 ��.���!�!� :���?��# �!�?������ :��� !��"
����� =:����� :�����G���� �� �;��# �!��.��>,
ϕ(t, μ) ≈ et + μ(e2t − t − 1)/ � ?� !�� !� ��!��� �;H�� �� ��"
E���� =��> :�����G���� :��� !�����! � � ����
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x(t) = ϕ(t, 1/100) ≈ et+(e2t−t−1)/100� 	���� !�?��� ���#���"
����� !�����, ϕ(t, μ) = et+μ(e2t−t−1)+o(μ)/ 9�� o(μ) :���#�"
�! � ��� �����#����� �� �;��# �!��.�� −R � t � R� ��� !�9�/
?!��� ��!� !�?��; ������ @!�% ����.��/ ��G�� ��%!� �!���;
:���.�����;/ ?!� �����! � �����9�?��, �������������# =�>
:� μ/ :���9��# μ = 0/ � :���?��# .���?� ��E� ��� ����%��9�

��� ��� �������
∂2ϕ

∂μ2
(t, 0) = w(t)  ��@�������!�#�/ .���"

 �H�#� �! �GV� ��%�����< :������H�< :���.�����< ϕ(t, 0) �
∂ϕ

∂μ
(t, 0)�

[:���?�! � w(t) = 2et(e2t − (t+ 1)2) ]

A!�! :����  #�G�! ��!�  ����E���� �����9�?�� :�����G��
�� !�< :��/ :��� � <����� .���?� ��:� ���! ������������"
����� :� :���#�!�� =� �����#  ��?�� * ���9����?����>/ ?!�
:�.�����!  !���!� �� E�� :�����G����/ :��?�# ��� ������
� !�!�?��9� ?���� ��G�� ��%!� :���.�����; �� :������ ��"
E�� ���9�% :�!�  � !��! � !�# ?!���  ��.� � ��!� ��E���� �
���� ���� :� :���#�!��/ :�� @!�# :����  ���#�������� ����
#�G�� ���� :� !���!� :� ������!����� =��<�G�����# :���."
�����< � :������  !��E�� !��/ ��� @!� �:� ��� !����� ?!�>/
����  ��.� ��:� �� ���  ���:���������#� ��@�������!�#� �
:�� !���� �9� � .���?�� ��� ��� ������� @!�% :�������� !��"
���! � !����#� =��!���; #� ����.���!� �� ����#>, � �� .���?�
�����!�?�� =!� �� :����� ?� !� �����!�?�� * :��� !����;! �
��.��G����# � ��� :� � �# :���#����#>/ !� ��E���� * !�G�� �

8�:�!�� � @!�# :���9���� #� �� ������ ��. .�!������ ��"
:�� :�����G����9� ��<�G����� ��E���% ���/ ��!������% �
����E�� !�� �������< .���?/ :� ������ �< ��E���� L�� ��"
:� ����! � � ����# ����M� �:�#���# ����!����  :� ��� :��"
���G����9� ��E���� ���,

�� #�!�� �.����� � :��?�� ��:� ��� !������ 9��#�!��?�"
 ���  :� ��� @ ��.��9� 9����?� ��9� :��� !������� ��"
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E���%R

� :� ������!������ :�����G���� 8�����R

D� ��.��G���� :� :���#�!��R

K� :��� !������� � ���� ���� =�!��.��� ����> :� ��.��� �"
#�% :���#����%R

�� #�!�� ����?��< ��.�� !�%�

$:� ��� /D �� �G���� � � �����# :���9����� $:� �� K ���"
��9�?��  �!�����  ����# �  :� ��� D, � �� .���?� �����!�?��/
!� ��E���� * !�G�/ � �< � ���� ����  ���:���������#� ��@�"
������!�#� #�G�� :�� !����!� � .���?�/ ��<��� @!� ��@���"
����!�� $��!��! !�����/ ����?��� �!��.�� @!�9� ���� ����!
�� ������E�< :��#�G�!��< ��:��<� :��� !����!� ��E�����⎡
⎣
 ����!���< �!�� �!����� �����<  ��?��< @!� �!��.��
���� ����;! � :�����G����#� 8�����/ !� �� !�9��  :�"
 ���  � K  ��:���;!

⎤
⎦

$:� �� � � !� ��?!� ���� ��� � :���.������ 9��#�!��?� ��%
!���!���� ���/ �� �G���E�% � � X � =� ��#� #� �����# �
�H� ��. :�.G�>/ � ��:��<� :��<���! ��� :�������!�����% ���"
9�� !��� �.�?��#�9� ���/ � ������ :�� ����?�� :���#�!���/
.�!�����;H�< #�<���?� ��� � :���.������ ?� �����< �� ?�"
!��� +������/  :� �� � ��G�! � � ���� ?� �����< #�!���� ��"
<�G����� ��E���% ���/ �9� ��� ������� �����! � :���#�!�#
�!������% ����� L��?� #�!��� ���M/ �.�?���� ��!���% � ��"
 !��H�% ��� �� �<���!�

+� #�!�� �� � �  ��.�����/ �#��! � �� !�!�?�� ��E����%
����� ���/ ��:� ��;H�< ����� :��� !������� ��E���%� P��"
��� @!�< ��� � :���#�� �< ��E���� �����! � ��:��<�# :��"
 :����# :�� ��E���� #��9�< .���?/ � !� ?� � !�</ ��E���� ��!�"
��<  �#� :�  ��� �GV� �� :��� !����;! � ����#� ���#���#�
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= �� !�����/ !�� #� � :� !�:��� ��E�/ ��9�� � :����  � �����"
.� �!�� �!�����  ��G��< ��� ��E��� � :�#�9�!������ :��"
 !�� ���>� +���!���� ���  � !���< L���� ��E��#�<M ���
�� �G��;! � �  ����;H�# :���9���� =!�?���/ � XX D/�>�


 �� �������� ���������	��� !"# 	
$	�����%��&

Y �:���������% ����% � ����� !� � � ���/ ��:� ��;H��
L�����M :��� !������� ��E���%/ #�G�� ��.����!� �� D ���  �,

�� :� �� ���� #���:�����%  ����H�� � � ��������; ����
dF = 0/ �#�;H�#� ��E���� F = const =���9�#�  ����#�/
� ��� x′ = 0/ �#�;H�#� ��E���� x = const>/

� ����%��� :���.������< :������� =� �  #� �� ��.#���
 � !�#�/ � �  #� �� :������� :���.�����<> * ��� ��<
�#��! � �� �#� ��.��!�� ��H�� !�����/

D� �� �<���H�� � �����"���� ��E����� L � !�#�!�?� ���M
���  �/ �� �����.����#�� � �������������# :������ .�
 ?�! �:���������9� L��.����M�


 �� !��H�# :���9���� #� ����# �� �G��!� ���  �� 
  ��"
��;H�< ���< :���9����< * ���  � +������/ ���  D :�  �"
#�% :� !������ ��:�� � � ��H�# ���� �� �G��!� ��  #� ������
��G�� ���.����#� ���  �#� �#�;! � :��� �?����� 
 ?� !��"
 !�/

• � ���  � �<���! ����%��� ��� 2 :������ =��� ����%
���.�� !��% �������>/ !� �� !���� ��������� � !� !���"
�� �� ���!�  �%?� / � !� ���#� ��� ��H�� !����� ����%"
��< ��� =���   � ����#>  !���! � �� ���< :�����:�<
��G��� :�� !�� L ���V���� � ��������; dF = 0MR
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• � ���  � D :����.�#����! � �  ���V���� ����!���<  ��?�"
�� � !�#/ ��!���� �<���! � ���  �/ !� �� :� �� �:����"
�����< ��:����!�����< � ���% :�:���;! � ���� !� ��%"
 !��� :���#��/ ����:�����#�< � ���  � �� ���9�#�  ��"
��#�/ ���  � �� !�! :� #���  � !�#�!�.���� :���#��/
.���G��;H�< � � ���  � D�

F�#  �#�#/ ��E� .���?� � X D *  ���#�������!� � �����;
������9�;  ���V���� ��� � !���������#� ��� dF = 0 =���
x′ = 0> � :���?� ��!� �������� L:�:�������M ���  � ���/
��:� ��;H�� ���������.��� :���#� !���9�  ���V����/ �� :��"
!����� �� ����;"���� ������ ����� !� =����.#�G��; � :���"
��:�>/ !� �� ��  #�!����� �9����?����� ?� �� ?� !��<  ��?���
=:��#����>�


  ��; �?�����/ :���#� �����.� ��� � ���  � �  � !��!
�. ��#������� ���< :���#��,

• =:�� ����<���#� !�>  ��G���� :������ ���R

• :�� � -��

-� * @!� !���� ������� �!/ ����H� 9�����/ ��.��� �#�% :�"
��#����%/ ���.�� !��%=�<> ����?��=�> � �� =�<> #���E�< :��"
�.�����</ :� �� �#��G���� �� ��!���; ��� :����#��! ���
dG = 0 ��� G′ = 0/ 9�� G * ����!���� ������� �!/ ����H�
9�����/ !�< G� ����?��� F���� ��� L��E��! �M � !�#  #� "
�� ?!� ��� @��������!��  ��!��E���; G = a = const/ ��!����
�#��! :������ �� � #���E� ?�# � <����� ���� ) �� :������
�GV� ��� :����%/ !� :���?��! �  ��!��E���� ������9� :������/
!� �� ��������������� 
 @!�#  ��?�� ���  ?�!��! � L��E��"
��# � ����# ����M/ !� �� �����. �������������<  ��!��E���%
L�� �<���! � #�!����� ��!�9��������� ��M� 
 ��H�#  ��?��
��.���!�! �:� ����% :��������  � !��! � :���G���� :������
��� �� � =� !� !�����/ :�� @!�# :������! � ��:����!�����%
:���#�!� a>� �! ;�� �����/ ?!� L����� ��E���� ���M � !�
?� !��%  ��?�% :�������� :���G���� :������ � � !� G� ���#�
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�� 9�����% ��.���!�! =:� �� ����H� 9����� #��9����!��9� :��"
#������>� F���# ����.�#/ :�������� L��E����M �;��9� ���
#�G�� :���#�!� ��� :����  =����H� 9����� #��9����!��9�>
:� ������!�����9� :��#������ ���< :���#��, :��9�!���� ���
:�!�# �#��G���� �� -� =��� ?�9� �9�  ��?��� ��G�� ��%!�>
� .�!�# ��!�9����������⎡
⎢⎢⎢⎣
	���� ��H� ���#������ ����/ ���.����; � .�9������ X D/
.�� � �� �G���! � :����  :���G���� :������ ���/ ��"
G� � �� �9� �� ����! � ���� !� �� ����� =:������ 0>/ ��"
!���% � �;��#  ��?�� :���.��/ !� �� ��� ����� ��.��9�
:������ ��9?� �����.�����!��

⎤
⎥⎥⎥⎦

-!��/ ��<�G����� -� ��!�#�!�?� �� �.��?��!  ��G���� :�"
�����/ � �  ��; �?����� :���G���� :������/ ��� �� ��� �� ��"
�� :��������/ :�����G��! ��� � !�# ���  �#/ ��� ��!���#
:���#� :�� �� -� �������� ��.��!� =� ������ ��� :����9�
:������>� 8������ �!�9/ ��#�!�# :��� ��% !��% * ����<���#�
:������� :�� ��!� ��� � :��!�,

• :���#� :���G���� :������ ��� �  ��?�� � �� �� ��E�
:����9�R

• :�� � -� ��� ��� :����9� :������/

��!����/ ��� ��9�� :���!�/ :���� !�; L:������;!M � � �:�"
 ����� :���#��


 !�?���� � �9� X D #� �� ����# .���!�!� � �� ���� !� �:��"
������� ������%/  !��9�# ��� ������� ����!���< :������� �
:��?�< ���#�����< ��H�<� A!�  ��.���  !�#/ ?!� ����; :��"
����#�< #���:�����% �����! � :���?���� L����< ���#��M/
��!���� �GV� �� !��  ��G�� :�������.�����!� �:� !������ ��
:���#�! !�9�/ �  �#�# �� ���� ��� :��� !����;! ��E����/ ��"
��� � @!�< ��E���%  ��% !�� � !� :�

+�?��#  :����9� � :��!� *  ��G���� :������ ��� �  ��"
?��/ � �� �� ��E� :����9�� 8��#���#� #�9�!  ��G�!�  ����"
;H��  ��?��,

K�



�� (�!���#��� ��� =!�� ��.���;! � �;��� ���/ ��  ����"
G�H�� � ����# ���� ��.��� �#�; :���#����; t/ :�����"
�� ��� �.�?�;! � �����> f(x, x′, . . . , x(n)) = 0 ��:� ���!
:���G���� :������ .�#���% x′ = v(x)� ���9�#�  ����#�/
�#� !� x � ��?� !�� ���.�� !��% ������� ���#���� ��"
 !�:��! v� ) �� #�  #�G�# ��%!� v/ !� � !��! � ��%!�
x �. ��!���#��9� ��������� 2 :������/ ?!� � �9�� ��9"
��  ����!� = #� ��G�>� 
  ��; �?�����/ ��� v :���?��#
��� �GV� :������ n − 1/ <�!� � ����!���#���� 
  �#�#
����/ ������������� !�G�� !�� x′ = v(x) :� t/ :���?�"
�# x′′ = v′(x)v(x)/ x′′′ = v′′(x)v2(x) + (v′(x))2v(x)/ � !� ��/
�:��!� �� x(n)/ ��!���� ����! ����G����#/  ����G�H�#
v � � � �� :���.������ �� :������ n− 1�

F�#  �#�#/ :�  �!� �:� ����% :���# �.��?��! ��  !�����
:���G����/  ������ L�� H�:�����M :������ =� !�#� G�  
� ��G�����# * ����!���#��� ��������� �#� !� ��!���#"
��9�/ ?!� � �:���������#  #� �� �.��?��! � ��G����� ��
� :������>�

� ) �� ��� f(t, x, x′, . . . , x(n)) = 0 ��������� :� x/ !� �� f
* ���������� �������  !�:��� 0 :� (x, x′, . . . , x(n)) =?!�
�.��?��! �� ���.#���� !� :�� .�#��� (x, x′, . . . , x(n)) ��
(kx, kx′, . . . , kx(n)) :�� �;��< k>/ !� @!� ��� ��:� ��"
�! :���G���� :������ .�#���% z = x′/x/ 9�� z * �����
���.�� !��� =!� �� ��� z :���?��! � ��� :������ n− 1/
� � �� �9� ��E�!�/ !� x �GV� � !��! � ��%!� �. ����%��9�
��� 2 :������/ ?!� � �9�� ��9��  ����!� = #� ��G�>>� 

 �#�# ����/ x′ = xz/ ?!� :� �� ����������������� ���!
x′′ = x(z′ + z2)/ x′′′ = x(z′′ + 3zz′ + z3)/ � !� ��/ �:��!� ��
x(n) = xA/ 9�� An * ����G����/  ����G�H�� z � � � ��
:���.������ �� :������ n− 1�[
���9�#�  ����#�/ x(k) = xAk/ 9�� A1 = z/
Ak+1 = A′

k + zAk/ �!���� � �� ��� � �< Ak

]

���� ��������� !� f #�G�� ����!�  �#��G�!��� x ��

�0



� �< ����G����< � :���?��E�# � ���/ ?!� ���! !�����"
#�� ��� ��� z�


 @!�#  ��?��  ���� ��?� ���! � L�� H�:����� :������M�

D� ) �� ��� f(t, x, x′, . . . , x(n)) = 0 ��������� :� (t, x) �
����H����#  #� ��/ !� �9� :������ !��G� #�G�� :���"
.�!�� ( �#����/ :�� ����H����% ��������� !�; :���#�"
�! �  �!�����/ � ��!���% f �� #����! � :�� .�#��� (t, x)
�� (kt, kmx) :�� �;��< k/ 9�� m * ����!���� :� !���"
��� =:�� @!�#/ �?������/ :���.������ x(r) .�#���;! �
�� km−rx(r)>�⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
&�H� � �9� !����  �!����� ��.�����! ��� :�����#����"
��< f :�� ���?��#  �?�!���� � �< :���.�!���%  !�:���%
=:� ������ ����������  !�:��� � �< #���#�� :� k :� ��
�:� ����% .�#���/ ��!���; � ��G�� :������!�/ �.��?��!
�� ������ ��������% �� ���� ���.�� !��; m>�

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦


 @!�#  ��?�� :������ :���G��! � :� �� .�#��� ��.���"
 �#�% :���#����% t �� s = ln t � ���.�� !��% ����?��� x
�� ����; ���.�� !��; z = xe−ms� 
  �#�# ����/ �#��#

t = es, x = zems = tmz,

�!����

dx

dt
=
d(zems)

des
=
emsdz + zmemsds

esds
=

= e(m−1)s

(
dz

ds
+mz

)
[= tm−1(z′ +mz)],

� !� ��⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

8��H�  ��.� ��:� �!� :��� !�������
drx

dtr
= e(m−r)sAr =

tm−rAr/ 9�� A0 = z/ � ����� ��9�� ������! �  ��!��E����

Ar+1 =
dAr

ds
+ (m − r)Ar/ � ����� ?!� Ar � !� ����%���

��#������� z � �� :���.�����< �� :������ r  :� !���"
��#� ��@�������!�#��

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

��




 �!�9� :� �� @!�% .�#��� � � <����# ��������� � � ��"
9�#��!� f :�����;! �   �#��G�!���# k = es = t �  �"
�!��! !��;H�<  !�:���</ �9� #�G�� ����!�/ � !�#  �#�#
��.��� �#�� :���#����� s �<���! �. ���/ !� �� :���?�"
�! � ��!���#��� ���/ :������ ��!���9� �GV� :���G��! �
 �9�� ��  :� ��� ��

K� +������/ ��� ���.��� ��E�/ � �9�� � !��! � #� !� :�:�!"
��# :�� �� -�� 
 �����#  ��?�� ������G���� -�/ ���
:������/  ��.���  � :���.������#  :������� ������!"
��9� ��� =!� �� @!� � .��?�!�����%  !�:��� � ��  !��/
 ��!��! !��;H�� ���  � D � �:� ���� �. ��?��� X D>� 8�"
@!�#� �����"���� ��H�� ����:!� .�� � ���� �� �#� !��/
� � !� !������ :���� !�

�����	 ��������� ��.�?� ��9� #��!����

x′′ +
g

l
sinx = 0/ 9�� x * �9�� �!��������  !��G�� #��!"

���� �! ���!����� =� �������<>/ l * =:����������> �����
:���� �/ g * � �������  ��� !�G� !�� ��;?���% ��9����%
�����! � �#��G���� @!�9� ��������� �� ����?��� 2x′/ :�"
 �� ?�9� ��� :����#��! ���

(
(x′)2 − 2

g

l
cosx

)′
= 0/ !� ��

2x′ � � !� -�� 8� �� ��!�9��������� :������ ���  ��"

G��! � �� :����9�, (x′)2−2
g

l
cos x = const/ � @!� ��� �GV�

�����.����! � ��. � ���9� !����� �
���9�� :��#��� :�� �� -� ��� :���G���� :������ ��"
��! ��  #�!���� ��  �#�����<�

�� ��� ����%��< ��� �#�;! � � ���� :���#� :���G����
:������ =:�� �.�� !��# ?� !��# ��E����>/ ��!���� ��"
��! ��  #�!���� � X K�

$:� �� :��#����'���  ��/ ���; !����;H�< :����% � :��!
=:���G���� :������>/ #�G��/ ����?��/ :�����G�!�/ �� @!�
��� ?��:��#�� !�#�/ � 9��"!� ��G�� � !�����!� ��

�



8���%��# �� �!���#� � :��!� * :�� � -� ��� ��� :����"
9� :������/ ?!� ����� �����/ ��� �GV� 9������� �/  ��G���;
:������ �� ������9�/ !� �� !�#�/ ?!� :����!� ��.���!� L��E�"
���# � ����# ����M�⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

* :�� � �����/ ����?��/ ?!� �������/ ��9�����;H��
� -� � ����?�!�����# �������������# :��� !�������
��E���%/ ����G��� ���� � !�# ��� ���#  #� �� * ����
!����!�?� ��/ ��� � �� �:�����/ � � ?�# #� �����# �
?�!� ��G�/ �;��� ��� 2 :������ #�G�� L:����!�9��"
����!�M :�� !� :� �:��������; *  � ���E� � �� ��E�"
���/  �H� !������� ��!���< 9����!����! �  ��!��! !��"
;H�#� !����#�#�� 8� �#��?���;  ?�!��! �/ ?!� :���"
?�� L����% ���M/ � �� � ��# � :���.�;! � @��#��!�����
�������/ �< :��������.��� � ���9�� ������� =� !� ?�
!�� ��.�  :���������>/ ��!����  ?�!�;! � L�.�� !��#�M/
L<���E� �.�?����#�M� F�9�� 9�����! ?!� ��E���� ����"
G��� � ������!���<�

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

8��G�� � �9� �!#�!�#/ ?!� ������  ���#�����# ����#

x′ = f(t, x) (1)

��� :����9� :������ =��� ����%  �������% ���.�� !��% ����"
���/ !� �� ���  ��.�   �������< :���#����<> #�G�� .�:� �"
��!� � !�� ��.�  �##�!��?��% ���#�,

A(t, x)dt+B(t, x)dx = 0. (2)

B��#����� =�> � => .�:� ���;! ���� � !�! G� .���� =<�!� �
� ��.��% ���#�>/ :�� � ����� ?!� A = −fB� $��.� G� �����
��.��?��,

• $��!��E���� A = −fB #�G�! �#�!� #� !� :�� ����% �
!�% G� f / ��  ��.��#� :���#� (A,B)� ���9�#�  ����#�/
���� � !� G� ��������� =�> #�G�! .�:� ���!� � � ��"
�� => ��.��#�  :� ���#� =:�����/ �!��?�;H�#� � ���9

�D



�! ���9� ��E� :��:�����������%  ��.�;/ �� #���;H�%
 �!� ����� !�� =>>� -!��/ ���#������ ���#� ���� !���"
��/ �  �##�!��?��� .�:� � * ��!�

• +� � � ��������� => ����;! � .�:� �; ����9�"���� ����"
����� =�>� ���9�#�  ����#�/ => �� � �9�� =!�?���/ �� ��
� �< !�?��< (t, x)> #�G�! ��!� :�������� � ���#�����#�
����� ( �#����/ � !�< !�?��< 9��/ ��:��#��/ B = 0/ A �= 0/
����� !�� A = −fB ����.#�G��� 	���� ��H�/ ��G� � ��
���#����� ��� ! � :���� !� => � ���� =�>/ � ��# f #�"
G�! �#�!� � ������ !� =�� :�:���!� � � ����� ��.���<
!����#/ ��:��#��/ �. X >/ <�!� ������� A � B � ������"
 !�% �� �#�;!�

• =� ��?� !�� ?� !�?��% ��#:�� ���� :������H�9� :���!�>
) �� � =�>/ ��� :������/ :����.�#����! � �������:���"
�� !� t � x =t  ?�!��! � ��.��� �#�% :���#����%/ � x *
�������% �! ���>/ !� � => @!� :���#�����  ����E����
�����:������ $ !�# G� � :�<�# =� �� �G ��# .�<�!��� �
:���� !� => � ���#�����#� ����> => #�G�� .�:� �!� �
���� dt/dx = −B/A/ ��E�� ?!� x ����! �� !�:�!� � ����
��.��� �#�% :���#����%/ � t ����! �������% �! ���� 

����!���<  ��?��< @!� #�G�! :�#�?� �.��G�!�  ��G��"
 !�%/ �:� ����< ��E��

T��� =>/ ����?��/  � !��! ������ �� !����� � !�#/ ?!���  ��"
G�!� ��V�#����% ���#�% .�:� � ��� �� !�< :�� :��� �� ��"
��! ������� :���#�����/ ����� :��<���H�� �� ���� ��.���"
 �#�%/ � ����! ��:� ���  ��!��! !��;H�� ���#������ ���#�
=<�!� �� :�!�#�/ ?!� !���% ����� #�G�! ���.�!� � ����.#�G"
��# 9��������/  ��.� �� � �% ���� !� �:��������� ��@�����"
��!�� � =>>� � ������ �������  �##�!��?��% .�:� � *  �"
<����!�  �##�!��; :���#����< �! ��?��� �� ����� =����#
�����! � :���?���� �������������9� :��� !������� ��E���%
� :��?�< �<  ��% !�>� T�E���� => :���#�;! � � ���� @!�<

�K



� ��#�< �������������<  ��.�% #�G�� t � x/ � 9��#�!��?�"
 �� * @!� ������ �� :�� �� !�� 8� ������ @!� ������ #�9�!
�� :���������!� � ����.��?�� �� �� ���� �. � �% =:��#�� *
����G�� !�>/ @!� � :���.����! �V���E�; ��H�� !�  �##�!��?"
��< .�:� �%� F���� ���#� ����!�  ��� 2 :������ ��.#�G��
�����  :������� :����< �������������� � �� ��:� ���! ��"
.�#��9� ����H���� �� �� E�� :������� 8����.�#����! �/ ?!�
=> � !�  ��.�/ ����9��#�� �� �.��?����� ��.��� �#��  :�"
��#����� (t, x)/ � ��.���!�!� ?�9� � !��! � !����� �  !�:���
 ������/ ��!���� #�G�! ��!� ����G��� �;��% ��H� !�����%
:���#����% * @!� #�G�! ��!� ��� t/ !�� � x/ ��� �;��� !��!��
=��:��#��/ :���#�!� ����� � ��#�% -�>�

+�����.��?�� !�  �##�!��?��% .�:� � => * @!� �� :��"
�#�H� !��/ ���9����� ��!���#�  �� !����� � ��.#�G�� ��#"
:��!��� ���#�������� :���!�� -� � ���� �9� :�� ��� ���
�GV� �!#�?���/ �#� !�  => @!� G� ��� #�G�! ��!� ����"
G��� ���9�#� �����9�?��#�  ��!��E����#�/ �!��?�;H�#� �
�! => �#��G����# �� �;��; ��������; ������; M ,

M(t, x)A(t, x)dt +M(t, x)B(t, x)dx = 0. (3)

+� � � @!� .�:� � �����:������ $���� ��< �#�;! � .�:� �/ �
��!���< ����� ?� !� :��� !�����!  ���% ������������ ����"
!���% ������� F (t, x),

dF (t, x) = Ft(t, x)dt+ Fx(t, x)dx = 0. (4)


 @!�#  ��?�� 9�����!/ ?!� =K> � !� !�� ��.� �8�� F���# ����"
.�#/ => � !� �8� � �� � !����� � �� ��%��! � !���� �������
F (t, x)/ ?!� A = Ft/ B = Fx/ � @!�/ ��� �.�� !�� �. ��.���!�"
!�� #�!�#�!�?� ��9� �����.�/ ��.#�G�� � �� � !����� � �� =�
���� ��.��% ���� !�>

∂A

∂x
=
∂B

∂t
. (5)


  ��?��/ � �� =�> �.��?����� ��:������/ !� �� => � !� �8�/ !�
=>/ :����#�;H�� � @!�#  ��?�� ��� =K>/ !��������� ��E��! �,

��



F (t, x) = const/

[!� �� � ��#�� -�  �!� ����� ������ F ]

� ?!��� @!� ���#��� ���� ��:� ���/ � !��! � ��E� ����.�!�
F �.  ��!��E���% A = Ft/ B = Fx/ ?!� �� :��� !�����! !��"
�� =!� �� :���?�! � ��E���� � ������!���<>� ) �� G� =�> ��
��:������/ !� :�!��# � ��%!� -�/ !� �� !���; M / ?!� :� ��
�#��G���� => �� ��� :���?����� @��������!��� ��������� =D>
����! �GV� �8�/ !� �� ��� ��9� ����! ����� =�>/ :����#�;H��
���

A
∂M

∂x
−B

∂M

∂t
+

(
∂A

∂x
− ∂B

∂t

)
M = 0. (6)

-. !����� �&8 �.�� !��/ ?!� =�> � �9�� �#��! ��E����/ !� ��
-�  �H� !���!/ �  ������!����� �;��� ��� ���� => #�G�!
��!� :�������� � ���#� �8�� ������/ @!�! !����!�?� ��%
���! �� #�G�! ��  #�!����!� � ��� ��9���!# :� !������ ��"
E���� � ������!���< ��� �;��< ��� 2 :������/ !� �� �:�"
#���!�% ��.���!�! � ��.��E�#� !� =�> �:����! � �� =>/ !� ��
:� !������ -�  :�#�H�; =�> � ��H�#  ��?�� :���:���9��!/
?!� ��E���� => �GV� ��%����/ � !� ���#� ��� #� �9� ��� ��.
� �H�#� $ ���9�%  !�����/ !����!�?� ��% ���!  �H� !����"
��� -� �.��?��!/ ?!� � ��G��# ������!��#  ��?�� #�G��  
�������� !�; :�!�!� � � ��!� -�/ !� �� @!�! :�!� .�����#� ��
!�:�����%�⎡
⎣+�  �#�����< ����! ��  #�!���� :��#��� .���?/ 9�� @!�
:���?��! �/ �� #�!�� �� !�/ ?!� ��E��#�� ��� �� �<�"
��! �  � !�#�!�?� ��� ���  � �:� ����� ��G��

⎤
⎦

8������ �!�9/ #� #�G�#  ��.�!�/ ?!� -� � �8� * @!� ��"
?!� ���� ��� �.��/ �� ��!���# ������ ���#�������!� :����  
����9� ��E���� ���/ �� �� #�!�� �  �� !�����#  #� �� @!�"
9�  ����� 
 ��#��< ���  ��������/ :���������% � ��?��� X D/
@!� :���!�� �.��?�;!/ ?!� � ��H�#  ��?�� :�� � -� * @!�

��



� ��  !�� � ��#��< ���  � D/ �� #�G�� ������!� ����!����
�� !�!�?�� ��E����� ���  � ��� 2 :������/ :�:���;H�� �
���  �� 8���?� ��# ����!���� =�������� :�:�������> �. ��<�

���  ���� !�� � ��� C�����!/ ?!� =�> � !� �T8/
� �� f(t, x) = a(t)b(x)� ���9�#�  ����#�/ => � !� �T8 � ��
A(t, x) = α(t)/ B(t, x) = β(x)� � ������ �. => !�9�� �?������
:��?��� ��.����� �T8, � !���< ��� :���#����� ��.����;!"
 �/ !� �� �������������  ����G�! !����� �!������� :���#��"
��� � :�!�#� ��!�9��������� !���������� ��� !���< ��� -�
�?������, ��� =�> �# ���� ������� μ(t, x) = 1/b(x)/ � ��� =>
�� �� ��G�� =@!�  ��.� �8�>�

+���!���� ���  ����! � � �T8 .�#���#� :���#����<�
+�:��#��/ ��� ��� ���� x′ = f(at + bx) =9�� a � b :� !���"
���> !���% .�#���% �����! � z = at+ bx =!� �� �#� !� x �H�! �
����� ���.�� !��� ������� z(t)/ ��� ��!���% :���?��# ���
z′ = a+ bf(z)>�

8�� ��E���� �T8 �  ����H�< � � ��# =� !���� ����!  �"
 !����!� ����E�� !�� � �����> ��G�� :�#��!�/ ?!� :��
 ���V���� =�> � => =��� �GV� 9������� �> ��! :����% @�����"
���!�� !�� 
 �����#  ��?�� #�G�! :���?�!� �/ ?!� ����! :�"
!����� :� !������ ��E���� x = x∗/ ��!���� �#�;! � � =�>
:�� f(x∗) = b(x∗) = 0� 8�� ������� =�> �� b(x) #� :���:���"
9��# b �= 0/ �� !�9�� ��E���� x = x∗ ��G�� ������!� �  :� ��
��E���%/ :���?����< �. =>/ !� ��  ���� :� �����< �9� #�G�!
�� ���.�!� ��

"�������#� "�� $ ��� ���  ���� !�� � ���
+�:�#��#/ ?!� ������� F : R

k → R ��.����! � ���������%
 !�:��� m/ � �� F (ky) = kmy ��� � �< k ∈ R =��� <�!� �� ���
k > 0/ !�9�� 9�����! � :���G�!�����% ��������� !�>�[

F���� ������� �9��;! ��;?���; ���� � !����� ��.#��"
�� !� � � ��:�� �< #� E!����������

]

C�����!/ ?!� =�> * ����������/ � �� f * ���������� �������
 !�:��� 0� ��� => ��������� !� :���#��! � !��, ������� A

��



� B ���������  ���������%  !�:���;�⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Z ��/ ?!� !�9�� � ���� ���������� => .�:� ����! � ���
���������� =�>/ �� ����!��� ������� � !�#  #� �� ?!�
�� � ���� ���������� =�>/ :���?����� �. ����!���9� =>/
 ����!��� !���! �� ���.�!�����% ��������� !� @!�9� � "
<����9� =>/ !� �� ��������� !� .�:� � => #�G�� � �9��
� :��!�!� ��:��<���H�# #��G�!���#� F�� G� ��� � ���
�T8 * � �9�� #�G�� � :��!�!� �8� => ��:��<���H�#
#��G�!���#� ���9�#�  ����#�/ � ����<  ��?��< :����"
.�#����! �/ ?!�  ���!�� � =>  !���!��� �GV� ��������
�� #�#��! ���9�� !��� :�������G�� !� ���  ��

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+� ��G�� :���.�!�/ ?!� � � !���� f �#�;! ��� f(t, x) = h(x/t)�

 @!�#  ��?�� .�#��� z = x/t =!� �� �#� !� x �H�! � ����� ���."
�� !��� ������� z(t)>  ����! =�> � �T8/ !� �� ��� z :���?��! �
��� tz′ = h(z)−z� 
 !��#���< -� @!� �.��?��!/ ?!� ��� ����"
�����< =�> -� �#��! ��� (th(x/t)−x)−1� 
:��?�#/ �� :���!���
������� :���?�!� ���#��� ��E���% �#���� � :����  � .�#��
:���#����</ � �� ���#��������% 9�!���9� -��

+���!���� ���  ����! � � ���������# .�#���#� :���#��"
��<� +�:��#��,

�	
�
��
 ��������
 ��� � �������

x′ = h

(
at+ bx+ c

kt+ lx+m

)
/ 9�� det

[
a b
k l

]
�= 0/  ����! � � �������"

��# .�#���% s = kt+ lx+m =����� ��.��� �#�� :���#�����>/
z = at + bx+ c =����� ���.�� !���>/ ��!���� :������! � ���
dz

ds
=

a+ bh(z/s)

k + lh(z/s)
� ) �� G� det

[
a b
k l

]
= 0/ !� � <����� ���

:�:���! � ���   ����H�< � � �T8/ �:� ����% ��E��
�
�����
 �������������	�����
 ��� � ������� =!� �� !�"

��� ?!� f � =�> � !� �!��E���� :�����#��> #�9�! :������!� �
� ���������# ��� .�#���% x = zm =!� �� �#� !� x �H�! � ��"
��� ���.�� !��� ������� z(t)>/ 9�� :� !������ m :�������! �
!�� ?!��� ����� ��� ���� ���������#�

�1




 ����< �:�#���!�<  ��?��< �:� ����� :��������/ � !�"
 !�����/ #�G�! ��!�  ���#��������� � !��#���< -�/ �� @!�/
��� :������/ ������ �����.�� * :��H� �#���� :������!�  �"
��; .�#�� :���#����</ � :� �� :���?���� ���#��� ��E����
L�� ���!�!�M @!� .�#��� � ����!��# :�������

%��&�#� "�� $ ��� ���  ���� !�� � ��� ��"
H�% ��� ����%��9� ��� 2 :������/ ��� �:�#����� � � X /
 ����;H�%,

x′ = a(t)x+ b(t). (7)

8�������� ������ ���#��� �9� ��E���% � ������!���< #�G��
 ���#�������!� ���#� =� !� !�����/ @��������!��#�>  :� �"
��#��

������ � � �������� ����������� T�  #�!��#  ��?���  �"
�!��! !��;H�� !�� ��.� ���������� ���������

x′ = a(t)x. (7)0⎡
⎣+�.����� :����.�#����! ��������� !� =:����%  !�:���>
:����% ?� !� =��� � �9� ���������> :� x/ !� �� @!� �� !�
��������� !� � ��!���% E�� ��?� ��E��

⎤
⎦

A!� ��� �#��! ��E���� x = 0/ � � !������ ��E���� =�����
���� !����� !� +T .���?� ��E�> ��9�� � ���� �� ����H�;! �/
:�@!�#� ��� �< :�� �� #�G�� ��.����!� ��� �� x � ��9��
:���?�!� �!��!,

x(t) = C1 exp

⎛
⎝ t∫

t0

a(s)ds

⎞
⎠ , (8)

9�� C1 * :���.������� :� !������/ � !�?�� t0 !��G� :���."
������ =�. ���� !� �:��������� a>R ����?��/ �. @!�< ���< :�"
��#�!��� ���� ��.��� �#�% =!� ��/ ��:��#��/  ?�!��# t0 ��� �"
�������#/ � C1 :���.������#>� B��#��� =1>/ <�!� � :���?���
� :���:���G���� x �= 0 =?!� �.��?��! C1 �= 0>/ ������ ���

��



 ����G�! � ��E���� x = 0/ � ��  ?�!�!� C1  ����E���� :���."
������#� -!��/ =1> � !� ��H�� ��E���� =�>0� ��!�� ��������
:� !�����%/  ��!��! !�����  �  ���# ��.�����#/  � !��! � !�#/
?!��� � ��!� ��E���� =�> !��G� � ���� =1>/ ��  ?�!�� C1 �GV�
�� :� !�����%/ � �������% �! t� 8�� !����� !���; #�����"
���������; ���#��� =1> � =�>/ :���?�# ��� ��!���� ��9��
��E��! �/ � ��H�� ��E���� =�> :��� !�����! � � ����

x(t) = C0 exp

⎛
⎝ t∫

t0

a(s)ds

⎞
⎠+

t∫
t0

b(ξ) exp

⎛
⎜⎝

t∫
ξ

a(s)ds

⎞
⎟⎠ dξ, (9)

9�� C0 * :���.������� :� !������� +� :���!��� ��! ����<�"
��#� !� .�:�#���!� 9��#�.���; ���#��� =�>/ � :��H� :��"
����!� �:� ����; :� ������!����� !� ��% !��% � !�#  �#�#
:���?�!� ���#��� =�> ��� ������!��< ��@�������!��� &� ��
t0 :�� @!�# ������ ������!� �����# !�?�� 9�� .���;! � ���"
��� ��E� =� �� !������ �#�;! �>� ( �#����/ � �� x(t0) = x0/
!� �. =�> ��9�� ��<���# C0 = x0�

������ �� � � ��	����  !� +�%��# -� ��� =�>/ !� �� !���;
v(t, x)/ :� �� �#��G���� �� ��!���; =�> :��#�! ��� h(t, x)′ = 0�
��� @!�9� .�:�E�# =�> � ���� x′−a(t)x = b(t) � :������# v !��
?!��� ����G���� v(x′−ax) ���� :����% :���.�����%� +�:��"
E����! � vx′ − avx = (vx)′/ ?!� �#��! #� !� :�� v′ = −av� +�
!���� ��� #� !����� ?!� ��E��� =@!� =�>0  ����!��# .����#>/

!� �� � ��#�% -� �#��! ��� v(t) = exp

⎛
⎝−

t∫
t0

a(s)ds

⎞
⎠� 8� ��

�#��G���� =�> �� @!�! -� :���?��# ��� (vx)′ = bv/ ��!����
��9�� ��E��! � � ���!/ � !� !�����/ !� G� ���#��� =�>� 
  ��"
?�� .���?� ��E� x(t0) = x0 ������/ �:�!� G�/ ��!�9������!�
:� ������ ���  ��G��# :������# t0�

�!#�!�#/ ?!� ��H�� ��E���� =�> ����%��9� ��� =�> �� :��"
 !�  ����G�! ���� :� !�����; C1 =��� @!� :��� <���!  � � �#�

�0



��� 2 :������>/ � C1 �<���! � ��9� ����%��� ���9�#�  ����#�/⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

+�!����� :���.�!�/ ?!� !����  !���!��� ��.#�G�� !���"
�� ��� ����%��< ���/ :��?�# ��@�������! :�� :���"
#�!�� * @!� &T���
����������	 
�� �	�
����	��� ����� ��� 	
� ���� �����

������� ���� x(t) = g(t) + αh(t)� ��� α � ������������ ������

������ h �= 0 �!������ g � !������ ������� ���������� �����

������� � 	
� � ��""����#���� $ ���� �� α� ����!� fxx = 0�

� � %�� ��� ���� 	&� '����� ���(� ��������� !�� h � �������

	&�0 

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

�T+�[&T+�\�T��� A!�! ���! #� � ����� ��H�% ���#� �
:�������� �� ���# ��G�/ ��9�� ����# �.�?�!� ��H�� ����%���
����

� ���� =�> #�9�! ��!� :�������� =� :�!�#� ��E��� � ����"
��!���<> ����!���� ���9�� ��� ���� =�> ��� =>� +�:��#��,

"��
��
 �� �
������	�� �
�
	
����/ !� �� !���� ��� =�>/
?!� :� �� .�:� � � ���� => ������G����! � �< ����%�� !� :� t/
!�� ?!� �< #�G�� .�:� �!� � ���#�����% ���#�/ �� :�#����
����#� t � x = ?�!�� x ��.��� �#�% :���#����%/ � t * ����"
���% �! ���>�

�����
��
 #
��$��� x′ = a(t)x + b(t)xα/ 9�� α �= 0, 1/  ��"
��! � � ����%��#� .�#���% z = x1−α =!� �� �#� !� x �H�! �
����� ���.�� !��� ������� z(t)/ ��� ��!���% :���?��# ���
z′ = (1−α)(az+b)>� 8�� α > 0 ������� x = 0 �����! � ��E���"
�#/ �� @!�% .�#���% �� :���?��! � � �9� ��G�� L�� :�!���!�M�

�����
��
 %������ x′ = a(t)x + b(t)x2 + c(t)  ����! � �
��������; 	�������/ � �� �.�� !�� ���� �9� ?� !��� ��E����
x = ϕ(t) * ��� @!�9� �� !�!�?��  ����!� .�#��� z = x − ϕ(t)
=!� �� �#� !� x �H�! � ����� ���.�� !��� ������� z(t)/ ���
��!���% :���?��# ��� z′ = (a+ 2bϕ)z + bz2>�


 .����E���� :���9���� :������# ���� ��������% � X �
�����. ���/ �� ��.��E����< �!�� �!����� :���.�����</ �

��



 �������#  ��?�� 2 :������/ !� �� ��  #�!��# ���

F (t, x, x′) = 0. (10)

��� �GV� 9������� � � X �/ !����!�?� �� #�G�� ��.��E�!� =�0>
�!�� �!����� x′ �  �� !� �9� � ��� ���� =�> =�< #�G�! ��."
�����!� �� ������>/ �� @!�!  :� �� � ������ ������ �����.��
� :���� :�� �� ����% ���#��� ��E����/ � ��!���# ���! ��?�
� X D� ��G�! ���.�!� �/ ?!� � :����  � :�����H���� =�0> � =�>
��� � :����  � :� ����;H�9� ��!�9��������� :�!����! � ���"
 !���!���� !� ��� ���.��#� !� ���#��/ � !� ���#� ��� ��:�"
 ��� !����� � ���� =�0> @!� ��� #�G�! ��:� ��!� ��E���� �
������!���</ ��%!� ��!���� �!�� �!����� ��9��� F���#  :�"
 ���# ��:� ��� !�����9� ��E���� � ���� =�0> �����! � #�!��
�������� :���#�!��� ��  � !��! � !�#/ ?!��� ���#���� �� "
 #�!��!� x′ = p ��� !��!�; :���#����; ������  t � x� F�9��
=�0> .����! :����<�� !� F (t, x, p) = 0 � !��<#����# :�� !���"
 !��/ � � ��#�#� -� =�0> ����! ������ �� @!�% :����<�� !�/
:���?��#�� ���9����� ��:����!�����#� ���������������#�
 ��!��E���; dx = pdt/ ����G�;H�#� � <����%  #� � :���"
#����% p ��� � ��#�< ��E���% =!�?���/ -� * @!� :�������
���.����< �����< �� :�� �� !� (t, x)>� &!��� ��%!� @!� ���"
���/ !� �� � :���.���!� ���.����; ���������������;  ��.�/
������ .�:� �!� :����<�� !� F (t, x, p) = 0 � :���#�!��?� ��#
����

t = f(u, v), x = g(u, v), p = h(u, v). (11)

F�9��  ��.� dx = pdt :��#�! ���

gudu+ gvdv = h(fudu+ fvdv). (12)

T�E�� @!� ���������/⎡
⎣!� �� � �� =�> ��E��! � � ������!���</ !� � =�0> � �!�9�
��E��! � � ������!���< * #�  #�9�� �.��G�!� ��E��<
������< ���#��

⎤
⎦

�



��<���#  ��.� #�G�� u � v/ ��!���� ����� =��>1,2 ����G��! �
��� � ��#��  ��.� #�G�� t � x� 8�� @!�# � =�> #�G�! ��.���"
��!� ����G�����/ !� �� �� ����#"!� #��G� !�� ��� :�����!�!"
 � � !�G�� !��� A!� #��G� !��  �����! �!������ :������!� ��
:���#�! !�9�/  ����G�! �� ��� -� =�0>� ) �� ��/ !� !���� ��E�"
��� ��.���;! � � ���#�� -< -� ����;! � �9���;H�#� � �<
:��?�< -�� ��� #� ����#/ @!�  �!����� �!��?��! � �! ���"
#�����< ��� * 9����� !� F � =�0> �� 9����!����! ���� !���"
�� !� ��E���� .���?� ��E�/ -� #�9�! :��� ���!� �/ �� �!� �
���9 ���9� � !� ��

�����	 x = tx′ − x′3/3� T�.��E���� @!�9� ��� �!�� �"
!����� x′ ������ �����.�� * @!� :������! � 9��#�.���# ���"
#���# =<�!� � �!�9� � �� :�#�E��! ����.�!� ��E���� � ����"
��!���<>/ � !� ���#� ��� :� #�!��� �������� :���#�!�� ��E�"
��� �� �#� :�� !�� ���.��?��# x′ = p/ !�9�� x = tp − p3/3/
pdt = dx = tdp + pdt − p2dp/ !� �� (t − p2)dp = 0� Q��� dp = 0/
�!���� p = α = const/ � x = αt− α3/3/ ���� t− p2 = 0/ �!����
p = t1/2/ � x = 2t3/2/3� 
!���%  ��?�% �  �#�# ���� ���! ��E�"
��� =� ����>/ @!� :�������! � ��:� ��� !�����% :�� !������%
� ����⎡
⎢⎢⎢⎣
8��� �?���� � ���9� ��E���� � �;��9� �. � !�����< :��"
� <���! � !�?��< t = α2 � t = α2/4/ ��� @!� #�G�� ��%!�
��E�� ��������� !�?�� :��� �?���� �!�� �!����� α� 

:����% �. ��<  ��:���;! �H� � :���.������/ ?!� �.��?�"
�! �� �����

⎤
⎥⎥⎥⎦


  ��?�� ����� ��H�9� ��� x = tx′−x′β/β  :���#�!��# β > 0
��E����  !���! � !�# G� #�!���# !�� G� :�� !�, x = αt−αβ/β/

α = const/ � x =
β − 1

β
t

β
β−1 / � !� ���#� ��� :�!� ?���. ��.��"

E���� �!�� �!����� x′  ����E���� ����.#�G�� ��� :���.����"
��< β� �

�D




 '� �������� ������ �������& !"#
(� �����	��)���� $�*++���������,

��� ���� ���.��� ��E�/  ���� � �< ��� � ���; ���� �9"
��;! ����%���/ � ��� �< !����!�?� ��9� �.�?���� �� !�!�?��
��  #�!��!�  � !�#� 2 :������ =�  #� �� :������ :���.���"
��<>,

dx

dt
= A(t)x+ h(t), (1)

9�� dimx = dimh = n/ dimA = n× n/ A,h ∈ C(a, b)/
−∞ � a < b � +∞� 
 X   ���#�������� ��.���!�! � !�#/ ?!�
+T .���?� ��E� x(t0) = x0 ��� =�> :�� � �< t0 ∈ (a, b)/ x0 ∈ R

n

 �H� !���! �� � �# (a, b) � ���� !����� �� ��#�[
����� :����.�#����! �/ ?!� ��  #�!����;! � !����� +T
��� =�>�

]

8�  �������;  :���.������#� ���#�����#� ���/  � !�"
#� =�>/ :�#�#� �:�#���!�9�  ��% !�� 9��������% ��.��E�#�"
 !�/ �������! ����# ���9�< ��G��<  ��% !�/ ��!���� ��# :���"
 !��! �.�?�!�� (����9�?��  ��?�; n = 1/ ��  #�!�����#� �
X D/ ������ ������  =�����������%>  � !�#�% =�> ��  #�!��"
��!�  ��!��! !��;H�; ���������;  � !�#�,

dx

dt
= A(t)x, (2)

 ��� �  �����! ��?�!�� T�E���� =�> � =>/  �9�� �� ��H�% !��"
���/ :���#�;! � ��� ������� ���  � C1(a, b)� A!� �� ����?"
��#����� �������������� :�� !��� !��/ ��/ ���.����! �/ ��"
E���� => ����.�;! � ��# ����?��#����� :��:�� !��� !�� ��."
#���� !� n/ !� ��,

�� ��E���� => ����.�;! ����%��� :�� !��� !��R

�  ���� ��E���% => �#��! � n ����%�� ��.��� �#�< =��.� 
:�� !��� !�� ��E���%> !���</ ?!� � � � !������ ����G�"
;! � � ���� �< ����%��< ��#������%�

�K



8����% �. :���������< !�.� �� �?������ =��:� ��� !�����
:�������! �/ ?!� ����%��� ��#������� x(t) = C1x1(t)+C2x2(t)
�;��< ���< ��E���% x1,2  � !�#� => !��G� �����! � �� ��"
E����#>/ � �!���% !�����! :�� ����% ���#�������� � ��� "
�������� 8��G�� � �9�  �����! �!�?��!�/ ?!� �.��?��! ����%"
��� .��� �#� !� ��� ��.��� �#� !� ������ ������%� C�����!/
?!� ����� ������% x1, . . . , xk ����%�� .��� �#�% �� ��!����"
�� (c, d)/ � �� ��%��! � !���� ?� �� C1, . . . , Ck/ �� ������ ���;
� �  ��.� =!� �� <�!� �� ���� �� ����>/ ?!� C1x1+ . . .+Ckxk ≡ 0
�� (c, d)/ � :��!����#  ��?�� @!� ������� ��.���;! � ����%��
��.��� �#�#� �� @!�# ��!������� Q���%��� .��� �#� !� �?�"
����� @��������!�� !�#� ?!� ���� �. ������% ����G��! � ���
����%��� ��#������� � !�����< = :� !�����#� ��@�������"
!�#�> �� � �# ��!������� ��� :� !�����< ���!���� ����%���
��.��� �#� !� @��������!�� :����#� ���9�  ��!��! !��;H�%
=����H� 9�����/ :��#��9�����%> #�!���� =���9 #�!���� �����
#�� �#�����#� ?� �� ����%�� ��.��� �#�<  ���� @!�< ���!�"
���/ ��!���� #�9�! ��!� �.�!� � ��?� !�� ��.� � � @!�# ����"
��>/ �� ��� =���!��">������% :������! � !�� �;�� �,

• ����%��� .��� �#� !� ������ ������% .��� �! �! ��!��"
����/ �� ��!���# ��� �  �����! �/ � �#���� ��.��� �"
#� !� �� ����!���# ��!������ �� ���?�! ��.��� �#� !�
�� �9� :����!������< =����!��� �?������ ����.#�G��> *

:��#���#  ��G�! �������

[
t
t2

]
�

[ |t|
t|t|

]
�� ��!������<

(−1, 1)/ (−1, 0) � (0, 1)R

• � �� ������� ����%�� .��� �#� �� ��!������/ !� �< .��"
?���� � ��G��% �9� !�?�� .��� �#� ��� ���!��� =�?����"
��>/ �� ����!��� �������/ ��� :���.����! !�! G� :��#��R

• ����%��� .��� �#� !� .��?���% ������ ������% ��� ���"
!���� � ��G��% !�?�� ��!������ ���?�! !�����; � ����%
��:���� ��������% =@!� !��!���9��>/ �� ����!��� �����"

��



��/ ��� :���.����! :��#�� ���!����

[
1
t

]
�

[
1
t2

]
� !�?��<

t = 0, 1 � ���9�<�

+������� ��G��# ��� ������%E�9� ����!  ��?�% k = n =@!�!
 ��?�% :���!�?� �� ��?�# �� :��#�?�!���� ��� :���.������<
������%/ �� :�������!  ��� :��#���!����� � ��E����# =>>/
!�9�� #�!����/  � !�������� �. ���!����/ ������!���/ � :��"
��!� �� ���9� �.��?��! ������G����� !�� 8� ������  :����"
�����< !�.� � !�9�� .��?�! !��, ����%��� .��� �#� !� ������
������% x1, . . . , xn =���!����</  � .��?����#� � R

n> �� (c, d)
���?�! ����G����� !�  � !�������% �. ��< #�!���� !�G��"
 !����� �� (c, d) =�� ����!��� �������>/ ?!� �  ��; �?�����
���?�! ����G����� !� @!�% #�!���� � ������!��% ��������%
!�?�� t∗ ∈ (c, d) =�� ����!��� �������>�

�:� �����  ��% !�� ����%��% .��� �#� !� ����;! �� ��"
 !�!�?�� .�:�!����% ��� :���.������< ������%/ ��/ ���.���"
�! �/ �  ��?�� � �� ��?� ���! � ��E����< =>/ !� � � �:��H��!"
 �/ � �#����/ � � :���?� ������  ��% !��  !�����! � �����#�
� � ����!��;  !�����/ � �#����/ � �� � ����%"!� ����% !�?"
�� t∗ ∈ (c, d) =9�� ��!����� (c, d) ⊂ (a, b) :���.�����> ��E����
x1, . . . , xn ����%�� .��� �#� ��� ���!��� =!� ��  ��!��! !��;"
H�� #�!����

[
x1 . . . xn

]
/ ��.����#�� #�!����% 
��� ��9�/

����G����>/ !� @!� ����� � �;��% ���9�% !�?�� �. (c, d) =!� ��
#�!���� 
��� ��9� ����G���� � ;�� �� (c, d)>/ � ����� !�9�/
@!� ������� ����%�� .��� �#� �� (c, d)� ����.�!��� !�� !��"
�������, � �� C1x1 + . . . + Cnxn = 0 � ����%"!� ����% !�?��/
!� @!� �������/ ����?� ��E����# .���?� ��E� ��� =>  ��"
����#� �����#�/ ���.��� �����!� � ���; � ;��� -!��/ �:��"
����!��� #�!���� 
��� ��9� =���� ����> �. ��E���% => ����
� ;�� ������%/ ���� � ;�� ��������%/ � �9� ����H���� � ����
� !� ���!���% ����%��% .��� �#� !� ��������9� ������ �. n
��E���% =>�

F�:��� !�.�  ��E� ����.����! � !���������, ?!��� :�"
 !���!� n ����%�� ��.��� �#�< ��E���% => x1, . . . , xn/ �� !�"

��



!�?�� .���!� n ����%�� ��.��� �#�< ���!���� � ��E�!� n .�"
��? ��E� ��� =>/ �.�� @!� ���!��� � ��?� !�� ��?�����< .��"
?���%� A!� ��E���� ����.�;! ��.� / !� �� �;��� ��E���� x ��"
��G��! � ?���. ��< � ��?�����% !�?��, x−C1x1−. . .−Cnxn = 0/
� !�9�� @!� ������� ����H��! � � ���� !�G�� !����� ��� ��"
E���� .���?� ��E� ��� =>  ������#� �����#�/ !� �� @!� G�
:��� !������� ��� x �#��! #� !� �� � �# (a, b)� 	�.� x1, . . . , xn
:�� !��� !�� ��E���% => ��.����! � B$T ��� =>� 8��� !��"
����� x = C1x1 + . . .+Cnxn ��� �;��9� ��E���� #�G�� .�:�"
 �!� � #�!��?��# ����, x(t) = X(t)c/ 9��
c = (C1, . . . , Cn) = const ∈ R

n/ � X =
[
x1 . . . xn

]
* #�!��"

�� 
��� ��9� �. B$T/ ��.����#�� B�T ��� =>� 
 !��#���<
B�T �:� ����� ��� !������ B$T ��9����! !��, ��S������
:�  !�����# !� ���!�/ ?!� @��#��!� B$T ����;! � ��E����"
#� =>/ :���?��#/ ?!� B�T !��G� �����! � =#�!��?��#> ��E�"
���# !�9� G� ���/ � ��?������ ������ ��� B�T * @!� �;���
������G������ #�!����� -!��/ B�T ����;! � !� � !����� !�
#�!���� X/ ��!���� ����;! � ��E����#� .���?� ��E� ����

dX

dt
= A(t)X, X(t∗) = Z, (3)

9�� Z * :���.������� ������G������ #�!����/ � t∗ ∈ (a, b) *
:���.������� ?� ���

��� � �;��% ��.� / B$T => �� ���� !������ +� � � B$T
���9 ?���. ���9� ����G�;! �� A!�! ���! :��H� � �9� .�:�"
 �!� � !��#���< B�T, � �� X1 � X2 * ��� B�T =>/ !� ��G��%
 !����� X2 � !� ��E���� => � :�!�#� :��� !�����! � � ����
(X2)

k = X1CkR ��S������ � � @!�  !�����/ :���?��# :��� !��"
����� X2 = X1C/ 9�� C * ������G������ :� !������ #�!�����

-!��/ � �� �.�� !�� �����"!� B�T X ��� => =�� #�G��
:���?�!� ��� ��E���� =D>>/ !� � � � !������ B�T :���?�;!"
 � �. ��� :� ���#��� XC/ 9�� C * ������G������ :� !���"
��� #�!����/ � � � =���!�����> ��E���� => :��� !����;! �
� ���� x = Xc/ 9�� c * :� !�����% ���!�� �. R

n� 
 ?� !"

��



�� !�/ ��E���� .���?� ��E� x(t0) = x0 ��� => ��9�� :���"
?�!�/ :�� !���� ���#��� ��H�9� ��E���� => � ������ ��E�,
x(t) = X(t)X−1(t0)x0�


��� ���� w = detX/ ��� #� � !������� ��E�/ ����H��!"
 � � ���� ���� � ;��/ ���� ��9�� =!�9�� @!� B�T � B$T>/ ��
@!� ���#�������� �� ���! ����?� !�����9�  ��!��E���� #�G"
�� .��?����#� w � ��.��?��< !�?��<� $���#������# ��. ��"
��.�!��� !�� �!���G�����/ ��;H�� !����  ��!��E����,

�������	 =� !��9��� ��9�*Q�������>� ��� �;��9� ����"
�� x1, . . . , xn ��E���% =>  ��!��! !��;H�% ���� ���� w ���"

���!�����! ���
dw

dt
= wtrA �� (a, b)� �

⎡
⎢⎣( .��?�!/ w(t) = w(t0) exp

⎛
⎝ t∫

t0

trA(s)ds

⎞
⎠/ 9�� t0 ∈ (a, b)

:���.�������

⎤
⎥⎦

8���%��# � �����������%  � !�#� =�>� +� ��!��� �;! ���
��:�� �,

• ������  !���!��� #��G� !�� ��E���% =�>R

• ��� �:� �!� ��E���� =�>/ � �� �.�� !�� ��E���� =>/ !� ��
:� !����� B�T X ��� =>�

+� ��� ��:�� � #� ����# �!��! �������#����/ ��:� �� ����
��E���� =�>  � :���.������# X� A!� :�������� :���� !�;
�����9�?��  �������#�  ��?�;/ ��  #�!�����#� � X D,

������ � � �������� ��������&� 8� ������ ��H�� ��E�"
��� => �#��! ��� X(t)c/ !� ��E���� =�> �H�# � ���� X(t)c(t)/
?!� :� �� :�� !������ � =�>  �?�!�# =D>1 ��9�� ���! �!��!

x(t) = X(t)

⎛
⎝c0 +

t∫
t0

X−1(s)h(s)ds

⎞
⎠ , (4)

�1



9�� c0 ∈ R
n :���.������ 
 ?� !�� !�/ ��E���� .���?� ��E�

x(t0) = x0 ��� =�> :��� !�����! � � ����

x(t) = X(t)

⎛
⎝X−1(t0)x0 +

t∫
t0

X−1(s)h(s)ds

⎞
⎠ . (5)

������ �� � � ��	����  !� P�:�E�# =�> � ���� x′−Ax = h
� ��%��# -�/ !� �� !���; #�!���� Y (t)/ :� �� �#��G����  ��"
�� �� ��!���; ����� ?� !� :�����!�! � � :����; :���.�����;�
+�:��E����! � Y x′ − Y Ax = (Y x)′/ ?!� �.��?��! Y ′ = −Y A�
8� �����9��  �  �������#  ��?��# = #� X D> #�G�� :���:���"
G�!� ?!� Y = X−1� - �  �#�# ����/ ������������� !�G�� !��
XX−1 = E � :���.�� � =D>1/ ���G���# � ?!� Y = X−1 �����!"
 � ��E����# ��� Y ′ = −Y A � :�!�#� 9���! � � ��?� !�� -��

 �!�9� :���?��# ����� ��� (X−1x)′ = X−1h/ ��!���� ��9��
��E��! � � ���! !� G� ��.���!�!� =K> � =�>/ :��?�# ��� .���?�
��E� ������  ��.� ���!� ��!�9���  ��G��# :������# t0�

F�� G� ��� � �  �������#  ��?��/ =K> :���.����!  !���!���
#��G� !�� ��E���% =�>, �T+�[&T+�\�T��� +� 9��#�!��"
?� ��# �.��� @!� �.��?��!/ ?!� ��E���� =�> ����.�;! � C1(a, b)
����%��� #��9�����.�� ��.#���� !� n� ������%E�� �.�?����
=�> � ��H�# ���� �� �#��! � ���9�  #� ��/ !� �� @!� !�����!
�����.� B�T/ ��!���; #� :����.�#����� �.�� !��%/ � !� ���"
#� ��� �� :���!��� �� :�� � =!� �� ����G���� � ����# ����> ���
:���.������< A .�!�����!����� ����� #� :�����G�# �����.
� ?� !��#  ��?�� :� !�����< A/ ��9�� B�T ��:� ����! � �
����# �����

Q���%��� ��� :���.�����< :�������  ����! � � =�> :�
:��������/ �GV� ���������!�� �:� ����% ��#�/ � :�!�#� � �
:���������� ���!� �� :�� !����;! � � �� ��<� 8�����; !��"
���# �����% !�.� �� :��#��� ����9� ����%��9� ��� :���."
������9� :������,

y(n) + an−1(t)y
(n−1) + . . .+ a1(t)y

′ + a0(t)y = r(t), (6)

��



9�� � � ak, r ∈ C(a, b)/ −∞ � a < b � +∞� T�E���� =�> :���"
#�;! � ��� ������� ���  � Cn(a, b)� ���.��?�#
x = (y, y′, . . . , y(n−1))∗/ !�9�� =�> :��#�! ��� =�>/ 9��

A =

[
0 En−1

−a0 . . .− an−1

]
, h =

⎡
⎢⎢⎣

0
. . .
0
r

⎤
⎥⎥⎦ . (7)

$��!��! !�����/ .���?� ��E� ��� =�> �#��! ���

y(t0) = y0, y′(t0) = y1, . . . , y(n−1)(t0) = yn−1, (8)

9�� (y0, . . . , yn−1) * :���.������� !�?��/ � t0 ∈ (a, b)� ��� 9�"
������ � � X / .���?� =�>/ =1> �#��! ���� !������ +T �� (a, b)�
-.�?���� =�����������9�> ��� =�> ���! :����������   ��!"
��! !��;H�# ���������# =�>0/ � ��!���# r := 0 =?!�  ��!��!"
 !���! => :�� �:� ����% .�#���>�

]�!�  #� � ��  #�!����� =�> �!������ �! =�> �#���� � !�#/
?!��� ���#�������!� �9�  ��% !�� �� :����9�� �  ��!��! !��"
;H�% =�>/ �� ?� !� ���!�� =� ������ !����!�?� ��<> ���.��G"
�� =��� :� ���%��% #��� ����� ������> ���#�����;! �  :��"
���?����# =�>� F��/ ������  � !���!� #�!���� 
��� ��9� ���

=�>0/ �#�;H�; ��� X =

⎡
⎣ y1 . . . yn

. . . . . . . . .

y
(n−1)
1 . . . y

(n−1)
n

⎤
⎦/ !� ��  :�.���%

=�>0 :�����  !���� @!�% #�!����  � !��! �. �;��< n ��E���%
@!�9� ���/ � :� ����;H��  !���� :���?�;! � ������������"
�����# :����%� Q���%��� .��� �#� !� �;��9� ������ ��E���%
=�>0 �?������ @��������!�� !�����% ��� ������  ��!��! !��;"
H�<  !������ x = (y, y′, . . . , y(n−1))∗/ ����;H�< � ��E����#�
=> � ���.��?����< =�>� 8�@!�#� ��:�� �  !���!��� #��G�"
 !�� ��E���% =�>0 ��E��! � #9������� * @!� ����%��� :��"
 !��� !�� =?!� �?������  ��.� �. =�>0>/ ��.#���� !� ��!���"
9� ����� n =!� �� @!� ����� ���  ��!��! !��;H�9� =>>� 	�.� 

�0



y1, . . . , yn :�� !��� !�� ��E���% =�>0 ��.����! � B$T ��� =�>0�
T��� B�T �9���! #�!���� 
��� ��9�/ :� !������� �� B$T�
��� �;��9� ������ ��E���% =�>0 ����%��� .��� �#� !� �� ��"
!������ @��������!�� .��� �#� !� .��?���%  ��!��! !��;H�<
 !������ x = (y, y′, . . . , y(n−1))∗ � ��G��% !�?�� ��!������/ ?!�
@��������!�� .��� �#� !� @!�<  !������ � ����%"!� ����% !�?"
��� 
��� ���� w = detX ��� �;��9� ������ �. n ��E���%
y1, . . . , yn ��� =�>0 ���� � ;�� ������%/ ���� � ;�� ������"
��%/ � :� �����#  ��?�� @!� ������� ����.�;! B$T� 	����
!�9�/  :��������� F�*Q,

dw

dt
= −wan−1, !� �� w(t) = w(t0) exp

⎛
⎝−

t∫
t0

an−1(s)ds

⎞
⎠ ,

����G�;H�� @���;��; ���� ����� ����?� !������ B$T =�>0
#�G�� :� !���!� ��� ��E���� .���? ��E� =�>0/ =1>  �����#�/
:��� !����;H�#�  ���% �;��% ��.� � R

n�
8��� !������� ��H�9� ��E���� =�> ��9�� ��:� �!�/ � :���"

.�� #�!���� 
��� ��9� X� 
  �#�# ����/ ��H�� ��E���� x  ��!"
��! !��;H�%  � !�#� =�> = ��.����%  =�>  ��!��E����#� =�>>

���! � ���#���% =K>, x(t) = X(t)c +

t∫
t0

X(t)X−1(s)h(s)ds/ ��

�� ��!��� ��! !����� :����� ��#:����!� y = x1 @!�9� ���!�"
��/ !�� ?!�  �?�!�# =�>2 :���?��# !�����#�� :��� !�������

y(t) = X1(t)c+

t∫
t0

(X(t)X−1(s))1nr(s)ds =

=
n∑

i=1

Ciyi(t) +

t∫
t0

(X(t)X−1(s))1nr(s)ds,

(9)

9�� X1 * :�����  !���� X/  � !��H�� �. B$T =�>0, y1, . . . , yn�
��� �  �������� �G���!�/ =�> :���.����!  !���!���

��



��E���% =�>, �T+�[�T��\&T+�� �!#�!�#/ ?!� � �� ���"
��� ��E� =1> �������/ !� �� x(t0) = 0/ !� x0 = 0 � =�>/ ?!�
�.��?��! c = 0 � =�>/ !� �� &T+� � =�> * @!� ��E���� =�>/ =1>0�
+� :���!��� :�� ��<�G����� �T+� ������� :���.���!� � ��
���#���% =�>/ � ��:� ��� !����� � ��!� ��E���� #�!���# ��"
������ :� !�����< =<�!� @!�/ ����?��/ @��������!�� =�>>� (

�#����/ :� ������ �T�� �#��! ��� y(t) =

n∑
i=1

Ciyi(t)/ ?!�  �"

�!��! !���! ��H�#� ��E���; => � ���� x(t) = X(t)c/ !� �T+�

�H�# � ���� y(t) =

n∑
i=1

Ci(t)yi(t)/ ?!�  ��!��! !���! :�� �� ��"

E���� =�> � ���� x(t) = X(t)c(t)� F���% :�!� :������!/ ��� #�

�GV� .���#/ � ��� ��� c(t) ���� Xc′ = h =

⎡
⎢⎢⎣

0
. . .
0
r

⎤
⎥⎥⎦/ !� ��

n∑
i=1

C ′
i(t)yi(t) = 0, . . . ,

n∑
i=1

C ′
i(t)y

(n−2)
i (t) = 0,

n∑
i=1

C ′
i(t)y

(n−1)
i (t) = r(t).

+�<��� �! ;�� Ci/ :���?�# � ��#�� ��E���� =�>�

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

- �  �#�# ���� ����� ?!� @!�  � !�#� @��������!�� =�>/
!� �� ��� �#��! ���

c′ = X−1

⎡
⎢⎢⎣

0
. . .
0
r

⎤
⎥⎥⎦ = (X−1)nr/ �!����

c(t) = c0 +

t∫
t0

(X−1)n(s)r(s)ds/ ?!� �G� �?������ ���! =�>�

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

�




 .����E���� X K :������# ���� ��������% � X D #�!�� :�"
��G���� :������ ��� =�> :�� �.�� !��# ?� !��# ��E���� ψ
��������� =�>0� ) !� !�����/ ��� :���:���9��! � ��!�������"
��#/ !� �� �� �����# !�G�� !����� 0/ � :�!�#� �� ������ 0 ��
����!���# ��!������/ �� ��!���# � ����! :������!� � ��  �G"
������⎡
⎣	���� !�9�/ ���� ��!���������9� ��E���� =�>0 �?������
�� #�9�! ����.���!� ����% ��!�����/ !�� ?!� @!� ��  �G"
����� ����� � ;�� ���#�/ ��.#�G��/ �!������< !�?���

⎤
⎦

F�9�� ��E���� =�> �H�# � ���� y = ψz/ 9�� z * ����� ���.�� !"
���� 
�?� ��� y′ = ψz′+ψ′z/ � !� ��/ :���?�#/ ?!� =�> :����#�"
�! ��� ����%��9� ��� :������ n ��� z =��@�������! :�� z(n)

����� ψ>/ � :� ������ :�� r = 0 @!� ��� �#��! ��E���� z = 1/
!� ��@�������! :�� z ����� 0� T�.����� �� ψ/ :���?�# ��"
��%��� ��� !�9� G� !�:� ?!� � =�>/ �� ��� z � ��. #���E�9�
?����/ !� �� @!� ��� :������ n− 1 ��� z′� A!�! :����  #�G��
:�����G�!�/ � �� �.�� !�� ���9�� ?� !��� ��E���� =�>0/ !� ��
� �!�9� :������ =�> :���G��! � ��  !�����/  ������ �.�� !��
?� !��< ��E���% =�>0� 
 :������ =� �� @!� ?� �� ����� n> :�"
����� :���G��! � �� 0 � !�#  #� ��/ ?!� � !��! � ��?� ��!�
n :��������.��< ��� ��<�G����� � �< ��E���% =�>�⎡
⎢⎣
 �� #�!�� �������� :� !�����< ��E�/ 9�� !��G� ��G��
���� n :��������.��< ��� ��<�G����� Ck :� �� !�9� ���
��?� ���� � � C ′

k * !� �� ���  ��?�� n ?� !��< ��E���%
@!� :�� !� :������#�������� !�< G� ��% !��%

⎤
⎥⎦

(����9�?��/ � �� �.�� !�� ���� ��E���� =>/ !� #�G��  ��"
.�!� ?� �� ��������% � ���.�� !��< � =�> �� �/ �� #� �� :��"
����# ������!��% ���#�������� #�!��� .� ���� !�!��# ���"
#����

�D



-����$ �������%��

�������� ���
���$��

�� ��� ��� ��Q�/ �� ���� (�-�/ ��������� C�-� ���������"
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� ��#��!�� (�)� Q����� :� �����������# ����������"
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�� ���� �, -.�� +C8�/ 0�0�
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��� �, -.�� +C8�/ 0���
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��%/ 00�
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��� �, +C�/ ��1�
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 � !�#� ��  :� !�����#� ��@�������!�#�/ :� !������
B$T ���������%  � !�#�  � :���.������# �������9� ��"
.� �� +��� ���� �, +C�/ 001�

��� ��#�����? 	�8� Q����� :� #�!�#�!�?� ��% !����� � !�%"
?��� !�� ��, +����/ �����

�� )��9�� +�8� ���9� ��� ?!���� :� ��H�#� ��� � �����"
����������< ��������%� ��� �, +���� � !�<����/ �����

�D� Q� �%��� 
��� ��� �����������< ���������������<
��������%� +��� ���� �, +C�/ 00�
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+C8�/ 0�K�
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��.���/ &� D, ����H����� ��E����� +��� ���� �, -.��
+C8�/ 0���

��� 8�!��� ��% -�C� Q����� :� !����� �����������< ���"
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������ ��, +����/ ��1�
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�
� ��� ���������������< ��������%� ��,
B�.#�!9�./ �����

0� F����9�� 
�(� ������������ ���������������� ����"
������ ��, B�.#�!��!/ 00��
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�� F����#� B� ���������������� ���������� ��, -Q/ ����

� &�.��� Q� ( �#:!�!�?� ��� :�������� � � !�%?��� !� ��"
E���% �����������< ���������������< ��������%� ��,
���/ ���K�

'���(����

D� T�#���� 
��� T�.�� !��� ���������� ��, 	���#� Q���"
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���������#� ��/ -G�� �, T]�/ 000�
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-����$ �����	���%� � �����������

(� * �:������� ������
�� * ���������������� ���������
-� * ��!�9������� ������
-� * ��!�9����;H�% #��G�!���
+T * ��:�����G��#�� ��E����
��� * ������������ ���������������� ���������
�T+� * ��H�� ��E���� �����������9� ���������
�T�� * ��H�� ��E���� ���������9� ���������
F�*8 * !����#� ��E�*8�����
F��P * !����#� � ���������������% .��� �#� !� =��"

E���% �! :���#�!���>
F�*Q * !����#� � !��9��� ��9�*Q�������
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